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Application de la méthode des éléments finis
é¢tendus a la simulation de la rupture pour
les matériaux piezoélectriques

Etude de différents enrichissements et convergence

Eric Béchet* Matthias Scherzer** Meinhard Kuna**

* Laboratoire de Physique et Mécanique des Matériaux, Université de Metz, UMR
CNRS 7554, lle du Saulcy, 57045 Metz Cedex 1, France

** |nstitut fuir Mechanik und Fluiddynamik, TU Bergakademie Freiberg, Lampadiuss-
trasse 4, 09596 Freiberg, Germany

RESUME. Nous présentons une application de la méthode X-FEM pour la fracture des matériaux
piézoélectriques. Ces matériaux sont communément utilisés dans des actuateurs et senseurs. De
nouvelles applications sont envisagées en association aved des matériaux composites comme les
ailes d’avion deformables ou actives. Sous un chargement cyclique, des phénoménes d’amorce
de fissure et de propagation peuvent se produire. Depuis quelques années, la méthode des élé-
ments finis étendus (X-FEM) a eté appliquée avec succes majoritairement dans la simuation de
la rupture de matériaux fragiles. Nous proposons dans le présent article une étude des fonc-
tions d’enrichissement afin de prendre en compte les champs asymptotiques en pointe de fissure
particuliers aux matériaux piézoélectriques.

ABSTRACT. We present an application of the X-FEM to the fracture of piezoelectric materials.
These materials are commonly used in actuators and controls. New applications can be found
in association with composites as deformable airplane wings. Under cyclic loading, phenomena
of crack initiation and propagation may occur. In the past few years, the extended finite element
method (X-FEM) has been applied mostly to model cracks in fragile materials (mainly steel
alloys). The present paper focuses on the definition of new enrichment functions for the specific
asymptotic crack behaviour of piezoelectric materials.

MOTS-CLES : méthode des éléments finis, X-FEM, matériaux piézoélectriques, enrichissement,
convergence
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1. Introduction

La méthode des ¢léments finis étendus (Moés et al., 1999) a été originellement
congue pour la propagation de fissures dans les matériaux ¢€lastiques isotropes. En
association avec les courbes de niveau (Osher et al., 1988) comme moyen de re-
présenter la géométrie de la fissure, c’est un outil puissant afin de se passer du re-
maillage contraint nécessaire avec des techniques conventionelles. Sous certaines cir-
constances, cette méthode permet de récupérer les ordres de convergence habituels de
I’erreur en énergie y compris pour un domaine fissuré (Bechet et al., 2005, Laborde
etal., 2005). Les matériaux piézoélectriques ont un comportement isotrope transverse
et un couplage entre les variables mécaniques et électriques. Cela induit des champs
en pointe de fissure particuliers et la présence de singularités y compris dans le champ
¢lectrique (Scherzer et al., 2004). Pour traiter ces problémes dans X-FEM, des outils
spécifiques sont développés ainsi que de nouvelles fonctions d’enrichissement.

2. Modé¢le piézoélectrique

Le domaine fissuré est noté €2 et est soumis a des conditions aux limites. Les lévres
de la fissure sont supposées sans tractions et ¢lectriquement imperméables. Le tenseur
des contraintes de Cauchy o et le déplacement électrique D satisfont les équations
d’¢équilibre:

0ij,5 — 0 .
{ D=0 in [1]

Les déformations et le champ électrique, ainsi que les lois constitutives sont défi-
nies par:

€ij = %(UZJ + ujq) [2]
E;, = —p; [3]
Oij = Cijki€kl — €kij Bk [4]
D; = ewijen + kinEx [5]

, Ou ¢k est le tenseur d’¢lasticité de Hooke, x;; est le tenseur diélectrique et e,
est le tenseur piézoélectrique.

3. La formulation X-FEM classique

L’idée des méthodes de partition de 1’unité (PUM) (Babuska et al., 1997) est d’en-
richir un champ d’approximation provenant des ¢léments finis classiques avec des
fonctions qui sont capables de décrire un comportement particulier que les éléments
finis classiques peinent a représenter correctement.
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3.1. Description de la fissure

La fissure est représentée par une paire de courbes de niveau qui sont interpolées
sur le méme maillage que celui utilisé pour le calcul proprement dit. Dans la suite, les
coordonnées polaires locales qui sont introduites (7 et 6) sont calculées a partir des
valeurs des courbes de niveau [sn et [st dans le voisinage de la fissure.

3.2. Fonctions d’enrichissement

Les fonctions d’enrichissement “classiques” utilisées pour les matériaux ¢lastiques
dérivent de la solution exacte pour une fissure semi-infinie dans un domaine infini.

Il y a quatre fonctions d’enrichissement de base pour représenter totalement le
champ de Westergaard en pointe de fissure (Bui, 1978, Belytschko et al., 1999):

0 0 0 0
g; (1,0) = {\/;sin 5,\/77008 2 \/Fsinisine, \/?cosi sin@} [6]

Seuls les ¢léments dans le voisinage de la pointe de fissure sont enrichis avec ces
fonctions. Le long des levres de la fissure, la fonction d’enrichissement est (Mo€s et
al., 1999):

1d >
h(d) = +1 s%d_O, 7]
—1 sid<O.

Ici; d est la distance signée calculée normalement aux lévres de la fissure. Dans le reste
du domaine, les ¢léments finis conventionnels s’appliquent. Le champ d’approxima-
tion résultant est :

u' =) Niai+ > > NigiBi + Y Nihyi. [8]
4

IS €T j=1... 1€H

4. Nouvelles fonctions d’enrichissement pour les matériaux piézoélectriques

Pour les pi€zos, il est nécessaire d’utiliser six fonctions pour décrire tous les états
possibles en pointe de fissure, a I’opposé des quatre fonctions du cas isotrope élastique.
Celles ci sont :

g7 (r,0) = {1 f1(0), V1 f2(0), /1 f3(0), /7 f2(0), /7 f5(0), /7 f6(0) }  [9]

fz(e) — ¢(w(97 Oé), ai,rea ai,im)

W, re Qg q .
_ P(W, @i re, Qi im ) COS 0,06, Gi.im) 81 Qi im > 0 [10]
o : W, re Qg q .
p(W, Qi re, ai,im) sin 2 mﬂ; izim) S1 Qj im <0
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Les nombres complexes a; = a; e + 2a; i, sont les six racines de 1’équation
caractéristique, et v est I’orientation des axes matériels par rapport a la fissure. Les
angles w et ¢ ainsi que le rayon modifi¢ p ont la forme suivante :

w=0—a«a [11]

1
. R Y 2 , : (A2 2
P(W, Qi re, Giim) = NG \/awe + a7y, + Gire sin 2w (ai’re +a3 i, 1) cos 2w

[12]
T . w
w(wa Aj,re, ai,im) = 5 + mint (;)
et [ & (w — int (%)) + Qe S'iIl (w — mint (£)) 131
| @i im | sin (w — rint (g))

De plus, on utilise la méme fonction saut que dans le cas €lastique isotrope afin de
représenter les discontinuités le long de la fissure. Cet ensemble de fonctions d’enri-
chissement est combiné avec la base classique des ¢léments finis pour obtenir I’espace
d’approximation pour les déplacements u et le potentiel ¢:

u’ = Z N;a; + Z Z Nigfﬁij + Z N, hv; [14]

i€R (€T j=1..6 iceH
ot = ZNiCi + Z Z Niginij + Z Nih&; [15]
i€R i€T j=1...6 i€H

Il est bon de noter que les mémes fonctions d’enrichissement sont utilisées pour
les déplacements et le potentiel €lectrique.

5. Etude de convergence avec la norme en énergie
La convergence est étudiée en comparant des solutions exactes connues pour un

probléme de référence avec les résultats de calculs approchés. L’erreur sur la norme
en énergie (totale) U est donnée par :

1
erry = \/5 /Cijkl (g4 — Eff) (ewt — €57) + kij (B — EF%) (Ej — EJ&’E) dv
[16]

, ou g7 et 7" sont des champs exacts pour le probleme consideré (dans notre cas,
une fissure inclinée dans un domaine infini). Des conditions aux limites équivalentes
sont imposées sur les bords du domaine afin de simuler un domaine infini. Les axes
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Figure 1. Convergence pour différentes stratégies d’enrichissement

matériels sont orientés a 30 degrés par rapport au plan de fissure pour plus de gé-
néralité. Nous avons effectué cinq ensembles de simulations avec diverses stratégies
d’enrichissement (enrichissement topologique, géométrique, avec les 4 fonctions clas-
siques ou les 6 fonctions spécifiques, et sans enrichissement). La figure 1 montre la
relation entre la densité de maillage et I’erreur dans une échelle log-log. Ce que nous
voulons montrer ici est la performance relative de : a) un enrichissement topologique
par rapport a un enrichissment géométrique et b) un enrichisssment avec les 6 fonc-
tions spécifique et 1’utilisation naive des 4 fonctions habituelles. Sure la figure 1, le
taux de convergence pour les enrichissement géométriques est le double de celui ob-
tenu avec un enrichissement topologique. C’est quelque chose d’attendu (Bechet et al.,
2005, Laborde et al., 2005), quand I’enrichissement représente bien la physique. Ici,
les six fonctions d’enrichissement font leur travail et permettent de retrouver I’ordre de
convergence optimal. En comparant les résultats entre 1’enrichissement avec 4 fonc-
tions et celui avec 6 on constate une superposition quasi-parfaite des courbes. Cela
signifie que I’enrichissment “naif” est suffisamment riche pour représenter correcte-
ment les champs pour le matériau piézoélectrique a ce niveau de détail. Bien que cela
soit surprenant, il faut noter que les piézos sont assez faiblement anisotropes, ainsi
que le couplage ¢électromécanique. Ce n’est pas une mauvaise nouvelle puisque cela
signifie que 1’on peut faire des simulations piézoélectriques fiables en utilisant 1’enri-
chissement provenant de 1’¢élasticité lin€aire classique, qui est bien plus simple.
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6. Conclusion

Dans cet article nous avons étudié¢ la performance relative de deux stratégies d’en-
richissment pour les matériaux piézoélectriques. On montre que I’enrichissement clas-
sique provenant de 1’¢lasticité linéaire isotrope est suffisant pour décrire la cinéma-
tique d’une fissue dans un matériau pié¢zoélectrique. Cela peut provenir du fait qu’ils
sont habituellement faiblement anisotropes et peu couplés. Des recherches complé-
mentaires sont nécessaires pour d’autres classes de matériaux présentant une plus
grande anisotropie tels que les composites a matrice polymere.
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