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FAMILLE ADMISE ASSOCIEE A UNE VALUATION DE K(X)
MICHEL VAQUIE*

RESUME. Soit K un corps muni d’une valuation v, et soit L = K(x) une extension monogene
transcendante de K, alors toute valuation p de L qui prolonge v est déterminée par sa restriction
a lanneau des polynomes K [z]. Nous savons associer & cette valuation p une famille de valuations
A = (ui)ier de K[z], appelée famille admise associée, qui converge en un certain sens vers la
valuation p. Bien que la définition de cette famille, ainsi que la notion de convergence, fassent
intervenir de maniére esentielle la structure de 'anneau de polynémes, en particulier le degré
des polynomes, nous montrons dans cette note que la famille A de valuations de L ne dépend
pas du générateur x choisi.

ABSTRACT. Let K be a field with a valuation v and let L = K (x) be a transcendantal extension
of K, then any valuation p of L which extends v is determined by its restriction to the polyno-
mial ring K [z]. We know how to associate to this valuation p a family of valuations A = (s )icr
of K|[x], called the associated admise family, which converges in a certain sense towards the va-
luation p. Although the definition of this family, as well as the notion of convergence, essentially
imply the structure of the polynomial ring, in particular the degree of polynomials, we show in
this note that the family A of valuations of L do not depend on the chosen generator x.
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admise de valuations A = (;);er est une famille de valuations ou de pseudo-valuations distinctes
de 'anneau des polynémes K [z]| prolongeant la valuation v, a valeurs dans un groupe totalement
ordonné I', indexée par un ensemble totalement ordonné I possédant un plus petit élément ¢,
vérifiant les propriétés suivantes :
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(1) pour tout polynéme f dans K[z| la famille (u;(f))ier est croissante dans le groupe T,
c’est-a-dire p;(f) < p;(f) pour i < j dans I, de plus s’il existe i < j avec p;(f) = p;(f)
alors pour tout i’ > ¢ nous avons p;(f) = pir(f);

(2) pour tout polynéome f dans K|z| la famille (u;(f))ier admet un plus grand élément dans
le groupe I', c’est-a-dire si ’ensemble I n’a pas de plus grand élément pour tout polynéme
f il existe i € I tel que p;(f) = pj(f) pour tout j > i.

Comme l'anneau K|z] est de dimension un, si u; est une pseudo-valuation de K[z] dont le
socle p = {z € K[z] | p1(x) = 400} est non réduit a (0), il n’existe pas de pseudo-valuation
uo de K[x] distincte de pq telle que py < po. Par conséquent toutes les pseudo-valuations d’une
famille admise A = (u;)icr sont en fait des valuations, a l'exception de la derniére, c’est-a-dire
de p; dans le cas ol ’ensemble I admet un plus grand élément 7, qui peut étre une valuation ou
une pseudo-valuation.

Nous appelons limite de la famille admise A = (u;);er la valuation ou pseudo-valuation p de
K [z] définie pour tout polynome f par

u(f) = Sup(pi(f) ; iel).

Si ’ensemble I admet un plus grand élément , la limite de la famille est la valuation ou pseudo-
valuation pz, sinon la limie est une valuation définie par u(f) = u;(f) pour ¢ assez grand dans
I. Nous disons aussi que la famille A converge vers la valuation p.

De plus chaque valuation p; de la famille est définie de maniere explicite a partir des valuations
pj pour j < i et d'un polynome unitaire irréductible ¢; de K[x] appelé suivant les cas polyndme-
clé ou polynome-clé limite. Nous associons ainsi & la famille admise A une famille de polynémes
unitaires (¢;);er, et cette famille vérifie les deux propriétés suivantes :

(1) pour ¢ < j dans I nous avons deg ¢; < deg ¢; et degp, = 1 o1 ¢ est le plus petit élément
de 'ensemble I ;

(2) pour tout polynome f de K|[z], si deg f < deg ¢; alors u;(f) = p(f).

Soit L une extension monogene de K, alors toute valuation & de L qui prolonge v est
déterminée par une valuation ou une pseudo-valuation p de I’anneau des polynomes K [x] qui pro-
longe v. Plus précisément p est une valuation de K|z|, restriction de la valuation fi si L = K(x)
est une extension transcendante pure de K et u est une pseudo-valuation de socle p si L est une
extension algébrique de K définie par un polynéme ¢, L = K|[z]/(¢), et I'idéal p est I'idéal de
K[z] engendré par ¢.

Nous savons que nous pouvons obtenir toute valuation ou pseudo-valuation p de ’anneau
des polynéomes K|z| qui prolonge v grace a une famille admise de valuations A = (“1)2 o7 qui
converge vers (i, et cette famille est essentiellement unique (cf. théorémes 2.4 et 2.5 de [Val] et
proposition 2.9. de [Va2]), et nous disons que A est une famille admise associée & la valuation
ou la pseudo-valuation y (cf. [Va2]).

La définition de la famille admise A = (pur);es et sa construction explicite a partir de la
famille de polynomes (¢;);cr utilisent de maniere essentielle les propriétés de 'anneau K{z], en
particulier la notion de degré et ’existence de la division euclidienne. De méme la propriété de
croissance des valeurs u;(f) pour f dans 'anneau K [x] est essentielle a la définition de la famille
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admise, alors que si 1 et po sont deux valuations distinctes sur un corps L, il ne peut exister
de relation de comparaison de la forme p(u) < po(u) valable pour tout u dans L.

Pourtant dans le cas ou l'extension L est Iextension transcendante pure K(z), si pu est une
valuation de L qui prolonge la valuation v, la famille A = (p;);cr, considérée comme famille de
valuations de L, est indépendante du générateur x choisi. Plus précisément nous allons montrer
que si x et y sont deux générateurs de L sur K, les familles admises de valuations de L associées
aux restrictions de p aux anneaux des polynéme K[x] et K[y] sont équivalentes.

1. FAMILLE ADMISE ASSOCIEE A UNE VALUATION DE K [x]

Dans ce qui suit nous nous donnons une valuation v sur un corps K et toutes les valuations
ou pseudo-valuations p de ’anneau des polynomes K[z] que nous considérons sont des prolon-
gements de v. Nous nous donnons aussi un groupe totalement ordonné T, contenant le groupe
des ordres I', de la valuation v, et toutes les valuations ou pseudo-valuations p de K|[x] ont leur
groupe des ordres I';, qui est un sous-groupe ordonné de r.

Pour toute valuation p de K[z] nous pouvons définir la notion de polynome-clé ¢, et si ¢ est
un polyndéme-clé pour p et si v est un élément de I' vérifiant v > (@), nous pouvons définir une
nouvelle valuation p' de K|x], appelée valuation augmentée associée au polynome-clé ¢ et a la
valeur v que nous notons p' = [ ; p'(¢) = 7], de la maniere suivante :

pour tout polynéme f de K|z|, nous écrivons le développement de f selon les puissances de
¢, [ = gmd™ +...+ 919+ go, ot les polynémes g;, 0 < j < m sont de degré strictement inférieur
au degré du polynome-clé ¢, et nous avons :

W) = Inf(plgy) +iv; 0<j<m) .

Nous pouvons définir aussi pour tout polynome unitaire ¢ de degré un, ¢ = = + b, et pour
toute valeur v de T' une valuation p de Klz|, que nous appelons encore valuation augmentée
associée au polynome-clé ¢ et a la valeur v que nous notons p = [v ; u(¢) = 7], de la maniére
suivante :

tout polynome f de K[z] s’écrit de maniere unique sous la forme f = agé? + ... + a1¢ + ao,
avec a; € K, et nous posons

p(f) = Inf(v(aj) +jv; 0<j<d) .

De plus nous pouvons aussi définir la notion de famille de valuations augmentées itérées
comme une famille dénombrable (), ¢; de valuations de K[z], I = {1,...,n} ou I = N,
associée a une famille de polynomes (qﬁ,)l cr €t a une famille (%)z I d’éléments de T, telle que
chaque valuation p;, i > 1, est une valuation augmentée de la forme p; = [pi—1 ; wi(¢i) = v et
ou la famille des polynomes-clés ((JS@) vérifie les deux propriétés suivantes : pour tout ¢ > 2 nous
avons degp; > degp;_1 et les polyndémes ¢; et ¢;_1 ne sont pas p;—1-équivalents. Nous renvoyons

aux articles [McL 1], [McL 2], et [Val], pour les définitions et les propriétés des polynémes-clés,
des valuations augmentées et des familles de valuations augmentées itérées.

De manieére analogue pour toute famille admissible continue C = (ua)a cA ( voir la définition
précise plus bas) nous pouvons définir la notion de polyndme-clé limite et de valuation augmentée
limite. Plus précisément soit C = (,ua)a ¢ 4 une famille admissible continue de valuations de K [x],
indexée par un ensemble totalement ordonné A sans plus grand élément, associée a la famille
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de polynomes-clés (qba)a ca €t a la famille de valeurs (ya)a ca- Par définition chaque valuation
Lo est une valuation augmentée de la forme pn = [0 ; pa(Pa) = Val, O 1 est une valuation de
K[z] donnée, les polynomes-clés ¢, sont tous de méme degré d et les valeurs 7, forment une
famille croissante sans plus grand élément dans T.

Nous définissons alors I’ensemble

(C) =& ((1a)oes) = 1/ € Kla] | palf) < ps(f). Yo < f € A},

Si cet ensemble est non vide, nous appelons d¢ le degré minimal des polynomes appartenant a
®, (C’) et nous définissons I’ensemble

(C) = @ ((1a)yen) = {0€B(C), degd = dc et ¢ unitaire } .

Un polyndéme ¢ appartenant a <I>(C) est un polynome-clé-limite pour la famille C, mais nous
pouvons donner une autre définition de polynéme-clé limite de la maniére suivante.

Nous disons qu'un polynéme f A-divise un polynéme g s’il existe o € A tel que pour tout
B > o dans A, f pg-divise g. Nous pouvons alors définir les notions de A-minimalité et A-
irréductibilité et un polynome-clé-limite pour la famille C = (,ua)a ca st un polynéme unitaire
¢ qui est A-minimal et A-irréductible.

Soit ¢ un polynoéme-clé limite ¢ pour la famille C, alors un polynéme f appartient a é(C)
si et seulement si il est A-divisible par ¢, et pour tout polynéme f n’appartenant pas a @(C
en particulier pour tout polynéme f de degré degf < deg¢, nous pouvons définir pa(f) par
pua(f) = Sup (pa(f) ; a € A) = pa(f) pour a suffisamment grand.

Soient ¢ un polynéme-clé limite et 4 un élément de T' vérifiant v > piq(¢) pour tout o dans A,
nous pouvons définir une nouvelle valuation p' de K|z|, appelée valuation augmentée limite pour
C associée au polynome-clé limite ¢ et a la valeur v que nous notons y’ = [(,ua)ae A; ()= 'y],
de la maniere suivante :

pour tout polynéme f de K|[z], nous écrivons le développement de f selon les puissances de ¢,
f=gm®™ + ...+ g1¢ + go, ou les polynomes g;, 0 < j < m, sont de degré strictement inférieur
au degré du polynome-clé limite ¢, et nous posons :

W(f) = Inf(palgy) +jv; 0<j<m) .
Nous allons finir cette partie par un résultat qui est 'analogue pour les valuations augmentées

limites du théoreéme 5.2. de [McL 1]. Pour cela nous devons rappeler les propriétés des polynémes-
clés limites et des valuations augmentées limites.

)

Lemme 1.1. Soit f = q¢ + r la division euclidienne de f par le polynome-clé limite ¢, alors
si f nest pas A-divisible par ¢ nous avons pa(r) = pa(f) < pa(qe) pour tout o suffisamment
grand dans A.

Preuve du lemme. Comme les polyndémes r et f n’appartiennent pas a I’ensemble é(C) il existe
a dans A tel que pour tout § > a nous ayons pg(r) = pa(r) = pa(r) et pg(f) = pa(f) = pa(f).
Nous déduisons le résultat des inégalités strictes 11q(q¢) < pg(qe) pour tout a < 3 dans A.

O

Proposition 1.2. Soit ¢ un polynome-clé limite pour la famille continue C et soit ji' la valuation
augmentée limite associée a ¢ et a une valeur vy, u' = [(Ma)aeA ; p1(p) = ’y]. Pour tout polynome
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f de K[z], si nous avons une relation f = fm¢™+. ..+ fio+ fo avec des polynomes f;, 0 < j < m,
non A-divisibles par ¢ nous avons l’égalité

W (f) = Inf(ua(fy) +iv; 0<j<m) .

Preuve. Pour tout j soit f; = ¢;¢ + r; la division euclidienne de f; par ¢, et nous posons
f=qb+ravecr =r,d™+...+1r0+10€t ¢ =qgnd™+ ...+ q ¢+ qo. Nous déduisons du
lemme précédent

1 (f)

v

Inf(pa(fj) +iv; 0<j<m)
Inf (pa(r;)+jv; 0<j<m) = p(r),

et pour « suffisamment

W) = Inf(u(g;0) +jv; 0<j<m)
> Inf (na(g;0) +jv; 0<j<m)
> Inf(pa(ry) +jv; 0<j<m) = p(r),
d’ou I’égalité cherchée.
O

Nous renvoyons a [Val] pour les définitions précises et les propriétés des polynomes-clés limites
et des valuations augmentées limites.

Nous pouvons maintenant définir une famille admissible, et aussi fixer les notations que nous
utiliserons dans la suite.

Définition. Une famille admissible A pour la valuation v de K est une famille de valuations
(,ui)l. oy de K [x], obtenue comme réunion de familles admissibles simples

A = U SU) |
jeJ
ou J est un ensemble dénombrable, J = {1,..., N} ou J = N*, et nous définissons J* par
J*={1,...,N — 1} si J est fini et par J* = J = N* sinon. Pour tout j dans J la famille
admissible simple SU) est constituée d’une partie discréte DY) et d’une partie continue CY),

SV = (D(j)QC(j)) = ((:ul(j))lgL(j)%(Mg))aeA(J’))7

avec LU) = {1,... ,Mj}ou LU) = N* et AY) ensemble totalement ordonné sans élément maximal,
vérifiant : ‘
- pour j appartenant a J*, la partie discrete DU) = (ul(] ))l e est finie et la partie continue

clY) = (Mg )>a6 () €st non vide, et la premicre valuation ,u(lj U de 1a famille simple SUTY est

une valuation augmentée limite pour la famille admissible continue C(9) ;

(1)

- la premiere valuation p;’ de la famille est la valuation associée a un polynéme unitaire (;Sgl)

de degré un et & une valeur 'yfl), ,ugl) =[v; ugl)(gﬁgl)) = 7&1)].
Dans la suite, comme la valuation v de K est fixée nous dirons simplement que A est une
famille admissible de valuations de K|x].



6 MICHEL VAQUIE*

La partie discrete D = (m) d’une famille admissible simple S est une famille non vide

i€l
de valuations augmentées itérées de K|[z] telle que la famille de polynomes-clés (gbz)z eI vérifie
I'inégalité stricte degep; > degp;_1.

La partie continue C = (ua)a cA de la famille admissible simple S est une famille de valuations
de K|[z], ou 'ensemble A est un ensemble totalement ordonné, sans élément maximal, associée

a une famille de polynémes (qﬁa)a c4 de méme degré d, et & une famille (70)11 c4 Q’¢léments de
I, pour tout o < 3 dans A, ¢ est un polynéme-clé pour la valuation p, et la valuation pg est
la valuation augmentée pg = [1q ; pa(édg) = v8), avec v > pia(Pg) = Vo. La famille C est vide
si la famille D est infinie, sinon le degré d des polynémes-clé ¢, est égal au degré du dernier
polynéme-clé ¢,, de la famille (qb,,)Z ¢; associée a D, et pour tout a dans A, la valuation fiq est
la valuation augmentée pin = [t ; fa(Pa) = Yal-

Nous pouvons aussi écrire la famille admissible .4 comme une famille indexée par un ensemble
totalement ordonné I,

A = (i)ier ,
et 'ensemble I peut étre décrit de la maniere suivante : pour tout j dans J, nous munissons

I'ensemble BU) = L) 1 AFj ) de lordre total induit par les ordres sur L) et sur AY) et défini
par | < o pour tout I € LU et tout o € A ; et nous posons

I ={(b)|jeTetbe BU},

muni de l'ordre lexicographique, c¢’est-a-dire (j,b) < (j/,b') si j < j' dans J et (7,b) < (4,) si
et seulement si b < b dans BY). L'ordre sur 'ensemble I peut étre caractérisé par la relation
suivante : i < k dans I si et seulement si pour tout polynéme f de K[z] nous avons p;(f) < ux(f)
et il existe au moins un polynéme g avec p;(g) < pr(g)-

A toute famille admissible A nous associons la famille des polynémes-clés ou polynémes-clés
limites (¢Z>z 7> que nous appelons pour simplifier la famille des polynomes-clés, et la famille des

valeurs (w)iel.

Définition. Une famille admissible A = (p;);er est une famille admise si pour tout polynome f
dans K|[z] la famille (p;(f))ier admet un plus grand élément dans le groupe T.

Si I’ensemble I possede un plus grand élément z, c’est le cas quand la famille admissible A

est réunion d’un nombre fini de familles simples et quand la derniére famille simple S®) est
discréte finie, SN) = (,ugN), .. ,MSJVV)), alors la famille A est admise et est dite compléte. Dans

ce cas la derniere valuation p; = MS}’V) peut étre une pseudo-valuation de K|[z].

Si I’ensemble I n’a pas de plus grand élément, une famille A = (u;);e; est admise si pour
tout polynome f il existe i € I tel que p;(f) = p;(f) pour tout j > i. C’est le cas si la famille
A est réunion infinie de familles admissibles simples, ou si la famille A est réunion de ¢ familles

admissibles simples A = SO U...USW) | telle que la derniére famille simple S&) est une famille
discrete infinie, ¢’est-a-dire SOV = (,ul(N)) leL(N) avec L) infini, ou enfin si la famille simple

S™) est une famille infinie, SWV) = ((Ml(N))leL(N); (MgzN))aeAw)), telle que pour tout f dans K|x]

il existe a < B dans AN avec pV(f) = M(BN)(f)-
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La famille admise A = (u;);er converge vers la valuation ou pseudo-valuation p de K [x] définie
pour tout polynéme f par
u(f) = Sup(uf) i€ 1) .
Si ’ensemble I admet un plus grand élément z, la limite de la famille est la valuation ou pseudo-
valuation puz, sinon la limie est une valuation définie par u(f) = p;(f) pour i assez grand dans
1.

Nous avons une réciproque au résultat précédent.

Théoréeme 1.3. (Théorémes 2.4. et 2.5. de [Val]) Soit u une valuation ou pseudo-valuation
de K[z] prolongeant une valuation v de K, alors il existe une famille admise de valuations de
K[z], notée A(u) et appelée famille admise associée a la valuation p qui converge vers p.

Remarque 1.4. La famille admise associée a une wvaluation p n’est pas unique, mais est
déterminée a équivalence preés, ot deux familles admissibles A = UjEJS(]) et A\ = UjEJ’ §'9)

sont dites équivalentes si J = J', si les familles discrétes DY) = (“z(j))lgz'gn et D'V =
(”/z('J))1<i<n/ coincident jusqu’a l’avant-derniére valuation, c’est-a-dire quand n = n’ et ugj) =

pour tout i, 1 < i <n—1, et siles sous-familles continues C9) et C'Y) coincident asymp-
totiquement. (cf. Proposition 2.9. de [Va2])

M;(j )

2. INDEPENDANCE DU GENERATEUR

Soient L une extension monogene de K et i une valuation de L qui prolonge v. Si nous
choisissons un générateur de ’extension L, nous pouvons écrire le corps L soit comme le corps
des fractions de I’anneau des polynomes K|[z], soit comme le corps quotient de 'anneau des
polynémes K [z] par un idéal premier p. Dans le premier cas, L est une extension transcendante
pure, L = K(x), et la valuation i de L induit par restriction une valuation p de K|[z], dans le
deuxiéme cas L est une extension finie, L = K (#), et la valuation i de L induit une pseudo-
valuation p de K[z] dont le socle est I'idéal premier p engendré par le polynéme minimal de
sur K.

La construction de la famille admise A(u) associée par le théoreme 1.3 & la valuation ou
pseudo-valuation p de 'anneau K|z| se fait par approximations successives. Nous supposons
que nous avons construit une famille admissible A" = (,u,)l ¢ convergeant vers une valuation g/
telle que pour tout polynéme f de K|[z] et tout ¢ € I’ nous ayons 'inégalité p/(f) < u(f). Sila
valuation p’ est différente de la valuation p nous considérons alors ’ensemble suivant

D,(') = {p € Kla] | 1/ (¢) < p(9) , degd = d et ¢ unitaire} ,
ou d est le degré minimal des polynomes vérifiant I'inégalité stricte p'(f) < p(f)-

Nous choisissons un un polynome ¢; de cet ensemble, nous vérifions que c’est un polynome-clé
ou un polynome-clé limite qui permet de construire une valuation augmentée ou une valuation
augmentée limite p;. Nous obtenons ainsi une nouvelle famille admissible A" = (“Z)z e OO
lensemble ordonné I” est égal a I’ U {j} avec j > i pour tout i € I'.

La nouvelle famille obtenue converge par construction vers la valuation pj, qui est une
meilleure approzimation de la vauation p que la valuation u/ dans la mesure ol I’ensemble
®,,(115) des polynomes f de K[z]| qui vérifient I'inégalité stricte p;(f) < p(f) est strictement
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inclus dans l’ensemble ®,, (1) des polynémes f qui vérifient p/(f) < p(f). Nous renvoyons aux
articles de auteur [Val] et [Va2] pour la construction précise de la famille admise associée.

Cette construction n’a de sens que sur I’anneau des polynémes, en particulier elle fait intervenir
la notion de degré, la division euclidienne et une relation de comparaison de la forme p;(f) <
pi(f) pour tout f dans K|z, alors qu'il est impossible d’avoir une relation de comparaison de
la forme p1;(u) < pj(u) pour tout élément u d’'un corps avec deux valuations distinctes. I1 semble
donc que la famille admise A(p) dépende de maniere essentielle du choix du générateur, et dans
le début du paragraphe 2 de [Va2] 'auteur fait la remarque suivante “.. la famille admissible
de valuations que nous allons définir a partir de la valuation p de L dépend du générateur x ou
0 de L sur K.”

En fait nous allons montrer que dans le cas ou L est une extension transcendante pure de K,
c’est-a-dire dans le cas ou L est le corps des fractions de 'anneau des polynémes K[z], la famille
de valuations A(u) = (,uz) considérées comme des valuations du corps L, est indépendante
du générateur x choisi.

Plus précisément nous allons comparer les familles admises de valuations de L, .Am =

el

(,u[x},i)i el et Ay = (M[Z/]:i)i el associées respectivement aux restrictions de la valuation p

aux anneaux de polynomes K[z] et K[y], ou x et y sont deux générateurs de ’extension L.
Pour cela nous devons d’abord connaitre les relations qui existent entre deux générateurs, ce
qui est donné par le résultat classique suivant.

Proposition 2.1. Le groupe Auti (L) des automorphismes de L = K(x) sur K est isomorphe
au groupe projectif linéaire PG Ly(K).
a

A toute matrice M = < . ) est associé ’automorphisme oy défini par

d

ar+b
cr+d

oM T

En particulier Autyi (L) est engendré par les automorphismes
inv:zr——1/z

top : T——>=ar+b, a€c K*, bec K .

Théoréme 2.2. La famille admise associée a la valuation i ne dépend pas du générateur x de
L choisi.

Preuve. Soient L une extension transcendante pure de degré un de K et p une valuation de L
qui prolonge la valuation v de K. Soient z et y deux générateurs de L sur K, nous appelons
respectivement A, = (u[xw)i el et Ay = (“[yLi)i ery les familles admises de valuations de L

associées aux restrictions de p aux anneaux des polynome K|x] et K[y], et nous devons montrer

que ces familles admissibles sont équivalentes.

z+b

Z ) telle que y = ZﬁCﬂ’ et il

D’apres la proposition 2.1, il existe une matrice M = ( CCL

suffit de considérer les cas y = ax + b, a # 0, et y = 1/x.
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Nous remarquons que si y est égal & ax + b, avec a # 0, les anneaux K[z] et K[y] sont égaux

et il est facile de voir que par construction nous pouvons trouver des familles Ay, = (u[xw)i el
et A = (,u[y},i)i eny identiques.

Nous supposons maintenant que y est égal a 1/x. Nous appelons [U(K|x]), respectivement

IU(K|y]), 'ensemble des polynomes irréductibles unitaires de K [z], respectivement de K[y], et
nous définissons I'application Inv,, de IU(K|x]) dans K[y] de la maniére suivante :

Invx/y(x) =Y
Inv,(d(z)) = ¥(y),
avec
U(y) = (ag'yDo(x) = y*+ (g a)y"" + ...+ (a5 aa—1)y +ag '
pour

o(x) = 28+ ag 127+ .+ az+ag ,avec d > 1 et ag 0.
L’application Inv,,, induit une bijection de IU(K[x]) dans IU(K]y]), et si nous définissons
de IU(K[y]) dans IU (K [z]), nous avons (Inv,,) ' =

z/y
de maniere analogue ’application Inv

Invy ..

y/x

Nous notons ®; (K [x]) et ®1(K[y]) les ensembles des polynémes unitaires de degré un respecti-
vement dans K [z] et dans Ky], c’est-a-dire les ensembles des polynomes de degré un appartenant
respectivement & [U(K|x]) et & IU(K]|y]). Pour toute valuation p de K(z) nous définissons
les deux sous-ensembles du groupe des valeurs de p, A, 1(K[z]) = {p(¢) | ¢ € ®1(K[z])} et

A i (Ky]) = {u(¥) [ & € @1(K[y])}-

Lemme 2.3. Si l'ensemble A, 1(K[x]) a un plus grand élément v1 et si ¢1 est un polynéme
unitaire de degré un dans K|x] tel que (1) = v1, alors 'ensemble A, 1(K[y]) a un plus grand
élément 01 et le polynome unitaire de degré un vy défini par ¢y = Invy, (é1) vérifie p(iP1) = 01.
Si Uensemble Ay 1(K[z]) n'a pas de plus grand élément et si (¢a)aca est une famille de
polynémes unitaires de degré un dans K|[z] indexée par un ensemble totalement ordonné A sans
plus grand élément, telle que la famille (Yo)aca, avec Yo = p(Pa), vérifie 3 > Yo pour f > «
et est cofinale dans Ay 1(K[x]), alors Uensemble Ay 1(Ky]) n'a pas de plus grand élément et la
famille (6a)aca définie par do = (o) 0U Yo = Invy y(¢a) est cofinale dans A, 1 (K[yl).

Preuve du lemme. Supposons d’abord que I’ensemble A, 1 (K [z]) a un plus grand élément, c’est-
a~dire qu’il existe un polynéme unitaire de degré un ¢; dans K[z tel que pu(¢1) > p(p) pour
tout ¢ € ®1(K|[x]).

Considérons le cas ¢1(x) = x, c’est-a-~dire le cas p(z) > p(x + ¢) pour tout ¢ € K, et par
définition le polynéme 1 = Inv, ,(¢1) est égal & ¢1(y) = y. Nous avons alors pour tout d € K*
I’inégalité

p(y +d) = p(dy) + p(z +d=") < p(d) + p(y) + plz) = pd)
dont nous déduisons l'inégalité
ply +d) < ply) ,
c’est-a~dire p(¢1) > p(y) pour tout ¢ € &1 (K|yl).

Considérons maintenant le cas ¢1(z) = x + ¢o avec ¢g # 0, nous avons pu(x + co) > p(z + ¢)

pour tout ¢ € K, et nous pouvons supposer que nous avons u(x +cg) > p(z), d’ot p(x) = p(co).



10 MICHEL VAQUIE*

Le polynéme 11 = Inv,,(¢1) est alors égal & ¥1(y) = y + do avec dy = co~ !, et nous avons
u(y) = p(do) = —p().

Supposons qu'il existe d € K tel que u(y +d) > p(y + dp), d’out pu(y + do) = p(d — dp). Nous
en déduisons

< p(xeo) + pu(y + d)
= p(xco) + p(yd) + p(x +d )
S (Cod) + ,u(x + C()) s

d’out u(cod) = p(d/do) > 0 et u(d) > p(do) = p(d — dp). Nous avons alors les deux inégalités
wu(d) > u(y) et p(y +d) > wu(y), ce qui est impossible. Par conséquent le polynéme 1), vérifie
bien p(¢1) > pu(y) pour tout ¢ € &1 (K[y]).

Supposons maintenant que I’ensemble A, 1 (K [z]) n’a pas de plus grand élément et soit (¢q)aca
une famille de polynoémes de K[z| vérifiant les hypotheéses du lemme. Nous pouvons écrire
¢da(x) = x + cq, et quitte & se restreindre a un sous ensemble cofinal dans A nous pouvons
supposer que pour tout « € A nous avons l'inégalité v, = p(pa) > p(z), dou u(cy) = p(x).

Pour tout a le polyndome unitaire 1, de ®1(K[y]) défini par ¢ = Inv,,(¢a) est égal &
VYa(y) = (y + do), avec dy, = c;'. En particulier nous avons 1, = ¢o(xca)™t, do = 1(1a)
est égal & v, — 2u(z), et nous déduisons de l'inégalité v, = p(ps) > wu(x) que nous avons
da > 1(y) = p(da), par conséquent pour tout S > a nous avons 'inégalité éz > d,.

Si Y(y) =y + d vérifie u(v) > p(a) pour a € A, le polynome 9 est égal a Inv,,,(¢) pour
un polynome ¢(z) = z + ¢, avec 'égalité ¢ = (yd)¢ et ¢ = d~!. 1l existe alors 3 dans A tel que
5 > (@) d’ott g > p(v)), nous en déduisons que la famille (04 )qca est cofinale dans A, 1 (K[y]).

O

p(z + co) = plzeo) + p(y + do)

Montrons que les premicres valuations des familles Aj, et A}, coincident. Nous notons res-

pectivement S[(]}) (Dfx]) ; C[(g])) et S[(yj]) ( [(;}), C[(J])) les sous-familles admissibles simples de A

et A, constituées de leur parties discrétes et continues.
Nous rappelons que pour tout polynéme ¢ dans ®;(K[x]) et toute valeur 7 nous pouvons

définir une valuation ,u{f}’ﬂ de L comme la valuation augmentée de K [x] définie par
u%ﬁ]’ﬂ = [v; u{f}ﬂ(qﬁ) =1].

Plus précisément pour tout polynéme f dans K[x] nous avons

e () = Inf (W(ag) + 4y 0<j<n)

ou f=a,0" +...+a1¢+ap, et a; € K.

La partie discrete D[(i]) de la premiere sous-famille admissible simple de A, n’est pas réduite
a une seule valuation si I’ensemble A, 1(K[z]) = {p(¢) | ¢ € ®1(K[z])} a un plus grand élément
~1. Dans ce cas la premiere valuation “[;],1 de la famille Af,; est la premicre valuation de D[(;])

et est égale a

1 _ el
Plajr = Pl >

ol ¢1 est un polynome de ®;(K|x]) tel que p(o1) = 7.
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De plus si la valuation p n’est pas égale a uf ])1, la deuxieme valuation ,U&)g de la famille

A[;) est obtenue comme valuation augmentée de la valuation uf;])l associée a un polynéme ¢o

de degré d > 2 :
nily = [y ) o(@2) =] -
(1)

La partie discrete D[w] est réduite a une seule valuation si 'ensemble A, ;(K[z]) n’a pas de

plus grand élément. Dans ce cas nous pouvons choisir comme premiere valuation u&) , de la
famille A} la valuation augmentée associée a n'importe quel polynéme ¢; de ®1(K|x]) et a la
valeur 1 = pu(¢1) :
1 1
il = s ul (00 =],
ainsi qu'une famille (¢4 )aca de polynomes unitaires de degré un dans K|[z| indexée par un
ensemble totalement ordonné A sans plus grand élément, telle que la famille (v4)aca, avec
Yo = p(Pa), vérifie v > 74 > 71 pour tout B > «a et soit cofinale dans A, 1(K[z]). La partie
continue C' est alors constituée des valuations augmentée u'2)  associées aux polynomes P €t
[z] g Hiz],a poly a

aux valeurs 7, :

M%{a = [v; H[x] (da) =Ya] = [NE;%? E;})7a(¢a):7a]~

De plus si la valuation p n’est pas égale a la valuation limite, c’est-a-dire s'il existe f € K|x]

(1)

tel que N[x],a( f) < u(f) pour tout a dans A, la famille A, contient une deuxieme sous-famille

admissible simple et la premieme valuation ,u,ﬁ)l de la partie discrete D[(i]) est obtenue comme

(1)

valuation augmentée limite de la famille (,um associée a un polynome <Z>§2) de degré d > 2 :

a)aeA
“g}) = [(“Ei]) )acn i /‘g}) (61 :752)] ~

Supposons d’abord que l'ensemble A, (K[z]) = {u(¢) | ¢ € ®1(Kz])} a un plus grand
élément 1, et soit ¢; un polynéme de ®;(K|[x]) tel que pu(p1) = 1, alors la valuation u[(;]) | est
la valuation augmentée ,uf }) = u{f]l’m de Klx].

D’apres le lemme 2.3 'ensemble A, 1 (Ky]) = {p(¥) | ¥ € ®1(K[y])} a un plus grand élément
61, et le polynome unitaire de degré un +1 dans K[y] défini par 11 = Inv,,(¢1) vérifie pu(y1) =

1. Alors de la méme maniere la valuation /‘E;])l est la valuation augmentée ,ug])l = ,u%l’él] de
KTyl
Si le polynéme ¢1(x) est égal a x alors 91 est égal a y et u(y) = & = —y1 = —p(z).

Pour tout polynoéme f = a,z™ + ...+ a1z + ap dans K|[z], nous posons g = y"f, dout g =
aoy” + ...+ ap—1y + ay, et nous trouvons d’apres ce qui précede

n (D) = phl ()

—néy + Inf (v(a;) + (n—j)d1; 0 < j<n)
Inf(v(aj) +jm; 0<j<n)
i1 (F) -
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Si le polynome ¢1(x) est égal & x + cg avec ¢y # 0, alors 11 (y) est égal & y+ do avec dy = ¢
si et 11 = (ydo)¢1, et nous pouvons supposer pu(¢1) > p(x) = p(co), d’on p(v1) > p(y) = p(do).
Si nous posons vy = pu(x) = —pu(y) = —dp nous avons ’égalité

p(1) = 81 = y1 + 200 = pu(p1) + 260 .

Soit u&) o 1a valuation de K[z] définie par

'u[x},O - [V; M(xl]{o((ﬁ()) :’70] )

avec ¢g = x et 9 = p(x), alors le polynéme ¢ est un polynéme-clé pour “Ex])o et ,u (qbl)
(1)

Y0- D’aprés le lemme 15.1. de [McL 1] la valuation iz est égale a la valuation augmentee

[,u&) - ,u[z] 1(<Z>1) ~1] et comme z n’est pas ,uf ]) o-divisible par ¢1, nous déduisons du théoreme

5.2. de [McL 1] que pour tout polynéme f de K[z] qui s’écrit sous la forme f = a,z®" ¢} + ...+
a1z 1 + apxr®, avec ej € N et a; € K nous avons 1'égalité

1 . .

i1 (F) = Inf (v(ag) + epyo+ s 0<j<n) .
De méme, si nous posons u(y) = dp, pour tout polynéme g de K[y] qui s’écrit sous la forme
g = bpy® YT + ...+ b1y 1 + by, avec e; € N et b; € K nous avons 1’égalité

pi)(9) = Inf (v(by) + €00+ jor s 0<j <) .

Pour tout polynéme f = an¢} + ... + a1¢1 + ap dans K[z], avec a; € K, nous posons
9= (ydo)" f, ot
g = ao(ydo¢1)" + ...+ aj(ydo)"_j(ydo¢1)j + -+ an_1(yd0)”_1(yd0¢1) + an(ydg)”
= ao¥f + ... +a;j(ydo)" ] + -+ an—1(ydo)" "1 + an(ydo)"
et nous trouvons d’apres ce qui précede
1 _
ufy]) () = nya(ydo)™"9)

—2ndo + Inf (v(aj) +2(n —j)do + jor ; 0 < j <n)

Inf (v(a;) + j(51 —200) ; 0< j <n)
Inf ((ag) + jm 5 0< j <n)

il () -

Supposons qu'il n’existe pas de polynéme unitaire de degré un ¢; dans Klz| tel que p(¢1) >
w(x + ¢) pour tout ¢ € K et soit comme précédemment (Pq)aca une famille de polynéomes
unitaires de degré un dans K[z] indexée par un ensemble totalement ordonné A sans plus grand
élément, telle que la famille (74 )aca, avec 7o = p(¢q), vérifie v5 > v, pour 5 > « et soit cofinale
dans A, 1 (K[z]) = {u(9) | ¢ € P1(K([z])}, et vérifie u(pa) > p(x) pour tout a dans A.

1 _

Posons Afl]) = A, alors pour tout « dans AE ]) nous définissons la valuation augmentée izl o

[v [m] (ba) = Vo] sur Klz], et la famille ¢ — (M(l)

[] [z],a)ae A&) est une famille admissible
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continue. Nous pouvons choisir comme premiere famille admissible simple S[(zl]) de la famille
admise A}, la réunion

1 _ .~y _ M N ¢, @
sl = (PLhic) = <(”m,1)’ (”[z],a)aeA;;;> :

(1)
[2],1

D’apres le lemme précédent ’ensemble A, 1 (K [y]) n’a pas de plus grand élément et la famille
(6a)aca définie par vo = p(Inv,/,(¢a)) est cofinale dans A, 1 (K[y]), et vérifie pu(va) > pu(y)
pour tout « dans A.

ol la valuation augmentée p est la valuation associée au polynoéme (;5[(;]) L=

1) (1)

De maniere analogue nous posons A[y} = A, pour tout « dans A[y} nous définissons la valuation

[(yl])a =[v; ,ug])a(wa) = dq]) sur K|y], et nous pouvons choisir comme premiere famille

admissible simple S[(yl})

augmentée p

de la famille admise A[y] la réunion

O (pD.e®Y — [ (4D . (4O
sy = (Phe) = <(M[y}’1)’(M[y},a)aeA(;)> )

[v]
(1)
[v],1
Comme nous avons supposé p(¢q) > p(z) pour tout a dans A, nous montrons comme

précédemment que les valuations ME;]) . 6t ,u(l)

ol la valuation augmentée p est la valuation associée au polynéme 1/1[(;])1 =q.

,, sont égales comme valuations sur L. Par conséquent

[y,
les deux premieres familles admissibles simples S[(xl]) et S[(yl]) sont égales.
Supposons maintenant que les familles Aj,; = (“[w}»i)ie Iy et Ay = (M[y]7i)i€ I, sont les

mémes jusqu’a l'indice k, plus précisément les ensembles {j € I, | j < k} et {j € I}, | j < k}
sont identiques, pour tout j dans ces ensembles les valuations p,) ; et pp,) ; sont égales comme
valuations de L, et de plus si la valuation p,) ; est définie par le polynome-clé, respectivement
le polynéme-clé limite, ¢;(z) de degré dj, la valuation pj, ; est définie par le polynoéme-clé,
respectivement le polynéme-clé limite, ¢;(y) de degré d; avec v;(y) = Inv,,(¢;(z)). Nous
notons u; la valuation de L égale & puy) j = iy ;-

De plus les valeurs associées aux valuations augmentées, v; = pu(¢;) = p(¢;) et §; = p(¢;) =

(1)), sont reliées par les relations suivantes :

1w(dr) — 1 (o) = p(¥r) — pj(Yr) pour tout 1 <j <k .
Nous rappelons la construction de la famille admise A, = (,u,m l)z el associée a la valuation
w, si la valuation p;) , n’est pas égale a la valuation p, I’ensemble

Culp ) = {f € Kla] | paa(f) < u(f)}

est non vide et pour déterminer les valuations p(,); pour [ > k nous devons considérer I’ensemble
suivant

(I)u(ﬂ[x],k) = {¢p € K[r] | M[x],k(¢) < () , degop = diz],k €t @ unitaire} ,

ott df) 1, est le degré minimal des polynoémes appartenant a (i)u(ﬂ[m],k)v et diz) ) > di.
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Tout polynoéme ¢ appartenant a @u(u[m],k) est irréductible, de degré dj,; > 1, avec ¢ # z, en
particulier il est de la forme ¢(z) = 2%k + ...+ a1z + ag avec ag # 0.

Lemme 2.4. L’application Inv,,, induit une bijection de @, (pijy k) dans @, (k) k)-

Preuve du lemme. Pour tout polynéme f(z) dans IU(K|[z]) de degré d, le polynome g(y) =
Invy,, (f(x)) = (ag'y?) f(z) est de méme degré d et nous déduisons de I'égalité p;(ay'y?) =
p(agty?) Péquivalence suivante :
Pl (f(2) < p(f (@) = ppyele(y)) < ulg(y)) -
O

Soient ¢ un polynome appartenant a @, (4, 1), avec v = u(¢), et 1 son image ¢ = Inv, ()
qui appartient a (I)u(:“[y],k)v avec § = u(v)). Nous considérons alors les valuations jug , et iy 5 de
L, définies respectivement comme valuation augmentée pour la valuation u; sur K[z] associée
au polynome-clé ¢ et a la valeur v, et sur K[y] associée au polynéme-clé ¢ et a la valeur 0 :

for = [k 5 o (9) =7) et s = [k 5 pps() =4 .

Lemme 2.5. Les valuations pig et 5 sont égales.

Preuve du lemme. Nous appelons d~j, le degré des polynémes ¢ de K[z] et ¢ de K[y], d~i =
d(z],k = d[y,k » nous notons a le coeflicient de degré 0 de ¢, a € K™, de telle fagon que nous ayons
I’égalité

Y= Invx/y(‘ﬁ) = (a_lyd>k)¢ .

Soit f appartenant & K[z], et soit f = fi,¢™ + ...+ fid+ fo le développement de f selon les
puissances de ¢. Alors par définition de la valuation augmentée ji4 ., nous avons

Hon (f) = Inf(pi(fi) + v 0<j<m).

Soit s le degré du polynome f,,, par conséquent le degré de f est égal a n = s + mdsy, et
Pélément g = y"f de L appartient & 'anneau de polynomes Kly|. Et dans K[y] nous avons
I’égalité suivante :

g = (@Y fm)(a tyBER)™ + L+ (aly IR ) (@ Y RG) 4L+ (@MY fo)

c’est-a-dire que nous pouvons écrire g = g™ + ...+ g1¢ + go ou chaque polynéome g; de K|y
vérifie i (g5) = p(g;). Nous déduisons du théoreme 5.2. [McL 1] que nous avons ’égalité

ty,5(9) = Inf(ui(g;) + 736 ; 0<j<m) .

Par construction pour tout j nous avons

pr(gi) + 30 = pr(fy) + v+ me(y™)

par conséquent nous en déduisons bien g ~(f) = e 5(f) pour tout f dans K|x], donc pour tout

f dans L.
O
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Nous revenons aux deux sous-ensembles @, (ux) de K[z] et @, (up ) de Kly] formés de
polynomes unitaires de méme degré d-j, et aux deux sous-ensembles du groupe des valeurs

Ap(pay ) = {1(@) | ¢ € Pulpayn)} et Aplppyr) = {n() | ¥ € @ulppyr)}-

Supposons d’abord que AH(,u[x],k) a un plus grand élément v et choisissons un polynoéme ¢
dans @, (14 %), tel que p(¢) = v. Alors si nous notons comme précédement pg -, la valuation
augmentée pour la valuation ui associée au polynome ¢ et a la valeur «, tout polynome f de
Klx] de degré deg(f) < dsy vérifie pug,(f) = p(f). Nous en déduisons que la valuation sy
g
x
derniere valuation de cette sous-famille, I’élément k& admet un successeur k + 1 dans I’ensemble
d’indices Ij,), la valuation augmentée p - est la valuation piy ;41 de la famille admise Ay, et
elle appartient encore a la sous-famille discrete D[(i ]) , nous notons ¢4 le polyndéme-clé ¢ et nous
avons degdy1 = djz] g1 = d>k-

D’apres le lemme 2.4 nous en déduisons que AM(,u[y]’k) a un plus grand élément J, que le
polynéme ¢ = Inv,,(¢) de ®,(up ) vérifie u(y)) = & et que tout polynéme g de K[y] de
degré deg(g) < dsj vérifie py5(9) = p(g). De fagon analogue la valuation py, appartient a
(

[;j) de la famille admise .A[

appartient a une sous-famille discrete Dy 7 de la famille admise A[,}, et n’est pas égale a la

une sous-famille discrete D n’est pas égale a la derniere valuation

yl>
de cette sous-famille, I’élément k admet un successeur k + 1 dans I'ensemble d’indices I}, la
valuation augmentée py 5 est la valuation w11, et nous notons 9,41 le polynome-clé ¢ de
degré dpy) py1 = d>k-

Par conséquent les ensembles {j € I5) | j < k+1} et {j € I;y) | j < k+ 1} sont identiques, et
fi’aprés le. leI.nme précédent les familles Ap,) = (,u[x]’k)i €l et Ay = (“[yhk)i el sont les mémes
jusqu’a I'indice k + 1, et nous posons pig+1 = f[z) k+1 = Hly] k+1-

Supposons maintenant que AM(M[x],k) n’a pas de plus grand élément et que nous avons
Iinégalité stricte dsj > di, alors nous sommes dans le cas ou la valuation pj est ’avant-derniere

[(i}) de la famille admise \A[,;. Nous choisissons

une valeur 41 dans Ay (p ) et un polynéme ¢p 1 dans @, (p k) tel que p(dri1) = Vi1
et nous définissons comme précédemment la valuation g, 41 comme la valuation augmentée

Cette valuation est alors la derniére valuation de la sous-famille D[%) , et nous avons

valuation d’une sous-famille admissible discrete D

g1 k41
degor i1 = dg] k1 = d>k-

Nous déduisons du lemme 2.4 que Au(ﬂ[y},k) n’a pas non plus de plus grand élément, alors la
valuation py, est aussi I’'avant-derniere valuation d’une sous-famille admissible discrete D[(;]) de la
famille admise A, et de la méme mani¢re que précédemment, si nous choisissons le polynéme
Y41 dans @, (upy 1) égal & Invg ), (¢ry1) et définissons la valuation fif) ;41 comme la valuation
augmentée fiy, ., 5,1, avec Opy1 = f(Pry1), les valuations fiy) pq1 €t piy) p41 sont égales. Par
conséquent les ensembles {j € I,y | j < k+1} et {j € I}y | j < k+1} sont identiques, et d’apres
le lemme précédent les familles A[, = (M[x],k)i €l et A = (“[y]vk)i el sont les mémes jusqu’a

I'indice k + 1, et nous posons fig+1 = Uz] k41 = K] k+1-
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Supposons enfin que Au(ﬂ[x},k) n’a pas de plus grand élément et que nous avons 1’égalité
stricte d~j = di, alors nous pouvons supposer que la valuation pj est la derniere valuation

d’une sous-famille admissible discrete D[(i]) de la famille A;.

Il existe une famille (¢q)aca de polynomes appartenant a @, (i1, x) indexée par un ensemble
totalement ordonné A, sans plus grand élément, telle que la famille des valeurs (V4 )aca, OU
Yo = f1(Pa) est cofinale dans A, (4[5 ). La famille de valuations augmentées associée (fg, v )acA

est une famille admissible continue de valuations de K[z], et en particulier pour tout o < /3 dans

A le polynome ¢g appartient a I’ensemble ®,(jt4, ~,)- Nous posons AEQJC]) = A, et pour tout «
[(i])a = [l$o e alors la famille C[(i]) = (ug])a

(

sous-famille admissible simple S[ g}) de la famille admise Ap,.

nous posons [ ) e est la partie continue de la
6
]

De ce qui précede nous en déduisons que la valuation uy est aussi la derniere valuation d’une
: ) _ ¢,,0)

et que la famille C[y] = (u[y}’a)aeAg]) est

(4)

[yl

posons encore A&) = Aet ug]),a = [pa 60> AVEC Yo = NV, (da) et 6o = p1(¢a), les valuations
(4) (7)

M et Myl o sont égales.

sous-famille admissible discrete D[(Z]) de la famille A,

la partie continue de la sous-famille admissible simple S;°7 de la famille admise Ap,. Si nous

Par conséquent les j premicres sous-familles admissibles simples des familles admises A, et
A[y coincident et il reste & montrer que si la valuation p est différente de la valuation limite
de la famille continue C\¥) = (ug‘f )

respectivement S[g]ﬂ) et S[(;jﬂ)

)a CAG)? les premieres valuations des sous-familles admissibles

sont égales.
(3+1) (3+1)
Racs [y],1

de la famille continue CY) nous devons considérer les ensembles :

Comme ces valuations p et p sont obtenues comme valuations augmentées limites

(€)= {f € Klal | n)(£) < (). Vo < g AV}
et
) (€Y) = {g € Kyl | 1 (9) < (9).¥a < B € AV
Par hypothese ces ensembles sont non vides, nous appelons respectivement d[x],c(j) et d[yLC(j)
le degré minimal des polynémes appartenant a é[»ﬂ (C(j)) et a é[y] (C (j)), et nous définissons les
ensembles ' B ‘
O,(CY)) = {p € Dy (CY), degg = dj, ) et ¢ unitaire }
et
Dy (C(J)) = {Y € Oy (C(])), degy) = dj (5 et ¥ unitaire }.

Lemme 2.6. Nous avons l’égalité d[xLC(j) = d[y]yc(j) et Uapplication Inv,,, induit une bijection

de <I>[x] (C(j)) sur <I>[y] (C(j)).

z/y

Preuve du lemme. Comme dans la preuve du lemme 2.4 nous vérifions que si un polynoéme f
vérifie ,u((l])(f) < u(ﬁ])(f) pour tout o < § dans AU), alors le polynéme g = Invg,,(f) est de
méme degré que f et vérifie les mémes inégalités.
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Par conséquent I"application Inv, , induit une bijection de i)[w] (C Y ))ﬂI U(K[z]) sur é[y] (C Y )) N
IU(Kly]), d’ou 'égalité des degrés iy ct) = dpy 6 et la bijection cherchée.
(H]

Lemme 2.7. Soient ¢ et ¢ = Inv,,,(¢) deuz polynomes appartenant respectivement aux en-
sembles Py (C(j)) et py (C(j)), et soient v = u(¢p) et 6 = u(y). Alors les valuations augmentées

limites “/[x] = [C(j) : ,u’[m](qb) =] et u’[y] = [C(j) : ,u’[y] () = 0] sont égales.

Preuve du lemme. La preuve est analogue a la preuve du lemme 2.5, nous utilisons la proposition
1.2 & la place du théoréme 5.2. [McL 1].
O

Pour connaitre les premieres valuations ,u[(] ]+ 1) et ,u[(;fr 11) des sous-familles admissibles S[(QZ]H)

ot SUT! ), il faut considérer les ensembles Ap, (C(j)) et A (c(j)) définis respectivement par
[y] [z] [y]
A (€D) = {1(6) | ¢ € Bpy (CD)} et Agyy (CD) = {u(w) | ¢ € By (CD)} .

Nous déduisons du lemme 2.6 que I'ensemble A, (C(j)) a un plus grand élément v si et
seulement si Ay, (C(j)) a un plus grand élément §, et que si ¢ est un polynome de P, (C(j))
vérifiant 1(¢) = v alors le polynome 1 de @, (C(j)) défini par ¢ = Inv,,(¢) vérifie u(y) = 6.

Et de méme si Ay, (C(j )) n’a pas de plus grand élément et si (79)9 cp st une famille cofinale
dans Ay (C(j)) avec v = p(pg), la famille (50)96T définie par g = p1(vg), avec g = Inv,/,(dg)
est aussi une famille cofinale dans A (C ( )).

Dans le cas ou Ay (C(j)) et Apy) (C(j)) ont un plus grand élément, respectivement v = (¢)
et 6 = u(1), nous posons qbgirll) = ¢, 'y(H ) = ~ et 1/)[J+1 Y, 6 ]Tl) = . Alors les valuation

' [],1 '
,u[(ifrll) et ,ugirll) sont les valuations augmentées limites ufwm) = [C( 7 n! J+1 (¢[]+1 ) = Fi]ﬁl)]

z],1
et ,ugrll) = [C(j) ; u(;rll (w[;]il)) [(;]Jrll)], et nous déduisons du lemme 2.7 que ces valuations
sont égales.

Dans le cas ot les ensembles A (C ( )) et Apy) (C (g )) n’ont pas de plus grand élément, nous pou-

vons choisir un polynéme quelconque ¢[a;],1) dans @, (C) et son image w[yLl Vo7 nu, /y(gb(] +1) )

dans @y, (C) pour définir les valuations ,ufj ]+ 11) et ME ) 1) comme les valuations augmentées limites

+1 ; i+1) , (+1 j+1 +1 ; +1), (j+1) +1
ppt) = (095 mgD6R) = 2] ety = 195 i) = 00, et mous

déduisons encore du lemme 2.7 que ces valuations sont égales.

Nous avons ainsi montré que si x et y sont deux générateurs de l'extension L sur K nous
pouvons choisir des familles admises Aj[,j et A, qui sont égales en tant que familles de valuations
du corps L.

O

Ainsi a toute valuation p du corps L extension transcendante pure de K, prolongeant la
valuation v, nous pouvons associer une famille A(p) = (p4);c; de valuations de L, que nous
appelons encore la famille admise associée a la valuation p.
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Comme nous 'avons remarqué la notion de famille admissible ou admise de valuations de
Panneau des polynémes K |[x]| ne peut pas s’étendre simplement & une famille de valuations du
corps L = K(x). Nous pouvons donc nous demander s’il est possible de donner une définition
de famille admissible ou de famille admise de valuations de L qui ne fasse pas intervenir le choix
d’un générateur.

Dans le cas d’une extension algébrique L = K(f) et d’une pseudo-valuation u de K[z] de
socle I'idéal engendré par le polynéme minimal de 6 sur K, il ne semble pas possible de trouver
une famille de valuations de K[z] in dépendante du générateur 6.

Mais par analogie avec ’étude des singularités des courbes planes, il semble naturel de se
demander si au moins pour des générateurs suffisamment génraux, dans un sens & préciser, de
Iextension L, les familles admises associées partagent certaines propriétés. Par exemple nous
pouvons nous demander si le nombre de sous-familles admissibles simples dans chaque famille
admise est indépendant du générateur, ou si le nombre de valuations dans chaque sous-famille
admissible discrete est le méme.
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