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CONCEPTS, OBJETS, SYMBOLES, ENSEIGNEMENT DES
MATHEMATIQUES...

Quelques réflexions sur I'épistémologie et la didaicue®

Isabelle Bloch
Professeure émérite - Université de Bordeaux

Résumeé :Que sont les objets mathématiques ? Leur naturellesabstraite ou issue du concret ? Les
mathématiciens et philosophes ont élaboré &U°2@cle de nouvelles réponses a ces questionsposée
depuis I'Antiquité ; ce siécle dernier a aussio&éii ou ces positions philosophiques et épistégigles

ont eu un impact sur les décisions prises pousdignement des mathématiques. Des études conckrnant
sémiotique des mathématiques ont aussi été largemeesties. Les recherches en didactique des
mathématiques actuelles se positionnent, plus dosmxplicitement, sur ces questions épistémolagqu

Mots-clés :concepts mathématiques, idéalités, signes matiggreat épistémologie.

Abstract : What are mathematical objects and concepts? Ang dhly abstractions or are they coming
from the real world? Mathematicians and philosoph®ave elaborated new answers to these very old
questions. The 20century has also been the one where these epistgina positions had an impact on
the decisions concerning the teaching of mathesafituidies on the semiotic facet of mathematice hav
also been undertaken. Researchers in didactic tfiematics take position themselves more or less
clearly on these epistemological questions, tha¢e to be lightened.

Key-words: mathematical concepts, idealities, mathematical®ys, epistemology.

Introduction

Ce court texte est issu des réflexions d'une mathémnne-didacticienne sur la nature des
mathématiques, les avatars des objets dont ellesugient, et les difficultés maintes fois pointées
de leur enseignement. Dans un premier temps, jengwuelque peu sur l'épistémologie des
mathématiques et les développements historiquesateeptions philosophiques les concernant.
Les considérations sur la nature des concepts matigues ont pu, a certaines époques, orienter
directement ou non les choix faits au niveau iagtihnel pour leur enseignement. Et, quoi qu'il
en soit, les représentations des mathématiquageirdent fortement les décisions pédagogiques
et didactiques (y compris au niveau individueB r¢viendrai trés brievement sur cet aspect dans
la derniére partie de cet article.

1 Ce texte est la reprise (avec I'aimable autodeaties éditeurs) d'un article publié dans les GalRationalistes,
631, p. 18-29. Merci a Alain Billecoq, Michel Henry éean-Pierre Kahane pour leur relecture attentivieugs
suggestions. Voir aussi www.union-rationaliste.org
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1. Les concepts mathématiques

Que sont les mathématiques ? Quelle est la nateseothjets dont elles s’occupent ? Ces
guestions n'ont cessé de susciter des réflexionsospiphiques, y compris chez les
mathématiciens eux-mémes.

On connait la conception platonicienne : les objethématiques existent de facon indépendante
et essentielle, en dehors des constructions qustet attachées, lesquelles sont développées par
les mathématiciens. Cette conception a a voir aver these métaphysique, plus précisément
ontologique, dans laquelle la parenté de I'ame aescréalités intelligibles, éternelles et
immuables, la rend capable de les saisir.

Une autre conception, totalement opposée, est werso que ces objets n'ont qu’une existence
mentale dans I'esprit des mathématiciens : c'estiae qui conduit & s’émerveiller (de fagon un
peu naive...) de leur "déraisonnable efficacité" p@soudre des problemes dans le monde réel.
Cette conception est celle des mathématicienstionnistes du début du XXéme siécle, comme
Brouwer, lequel développe sa pensée dans le pretoegt de celles de Kant et de Schopenhauer.
Il s'oppose cependant au formalisme promu par ¢teigg Bourbaki, lequel soutient que la
consistance de l'existence des objets mathématigeestayée par les assertions formelles
établies dans la théorie qui les concerne, et gyedgmatique de ces objets — leur ergonomie et
la possibilité de les manipuler pour obtenir desilt@ts — peut aussi s’appuyer sur leur cohérence
au niveau théorique (i.e. non contradictoires ao deine théorie logique). Cela ne signifie bien
shr pas que les mathématiques se réduisent a emblesde regles formelles, comme certains
ont pu linterpréter a tort — et tenter de I'impogtans I'enseignement lors de la mémorable
réforme dite des « maths modernésUne nécessaire ‘mise a plat’ des mathématiquenilieu

du 20™ siecle a été initiée a cette période, notammentigogroupe Bourbaki ; il faut noter
guelle a entre autres permis a I'école francaise nththématiques de demeurer l'une des
meilleures au monde.

Pour les intuitionnistes, le formalisme ne permet de penser le continu et l'infini comme des

concepts ‘existants’, il faut donc admettre que k®ut penser des objets mathématiques pour
ainsi dire spirituels, ‘au-dela’ de ce formalisn@@est I'aptitude de I'esprit humain que de pouvoir

se livrer a ce jeu de découverte deacepts qu'il (I'esprit humain) contiendrait imnpeément.

En effet, a partir du F9 et surtout du 20° siécle, les mathématiciens ont développé dessoutil
(comme la théorie des ensembles ou celle des c@égdanalyse réelle ou complexe, la
topologie générale, la théorie des espaces velstaigedimension infinie, la théorie de la mesure,
etc...) qui ne renvoient a aucun objet ‘sensible’jsmpii sont des structures formelles pouvant
étre applicables a de nombreux domaines mathéreatiqu provenant d’autres sciences, y
compris les plus récentes (probabilités et stqtisti algorithmique, informatique ; physique
guantique, etc...). L'efficacité de ces théories tvi#ailleurs de leur abstraction, qui fait qu'un
méme type de structure peut s'avérer adapté dd'@e phénomeénes d'origine tres variée. Ainsi
la théorie des catégories, théorie formalisatriteg@énéralisatrice — un savoir FU&®ar
excellence, au sens de Robert et Rogalski — estetuellement reprise par des didacticiens pour
I'étude des différents aspects des nombres congpéxes transitions dans leur enseignement.

Ainsi que le dit Wikipédia :

2 La transposition des intentions des spécialidiss I'enseignement est toujours délicate, peunelofieu a
malentendu, et la didactique nous a appris qu'elle pouvait se faire qu'avec des outils spécifiques
soigneusement élaborés.

3 Savoir FUGS : savoir formalisateur, unificateénéralisateur, simplificateur.
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Cette théorie a été mise en place par Samuel [Eitgrdi Saunders Mac Lane en 1942-1945, en lien
avec la topologie algébrique, et propagée dansameges 1960-1970 en France par Alexandre
Grothendieck, qui en fit une étude systématiquda Auite des travaux de William Lawvere, la
théorie des catégories est utilisée depuis 1969 géifinir la logique et la théorie des ensembles ;
elle peut donc, comme cette derniere, étre cor&déomme fondement des mathématiques.
(consulté le 07/04/2015)

Notons que cette théorie, issue de la topologiékaigue, a été utilisée par C.Ehresmann en
géomeétrie différentielle pour I'étude des variélif@rentiables, des fibrés, etc... Ceci illustrerb
son caractere FUGS.

La conception des objets mathématiques comme foridan validité sur et dansune théorie,
cette représentation s'oppose aussi a une congé€piatérialiste applicationniste" selon laquelle
les mathématiques ne seraient que I'expressioreurrigomelle des réalités physiques, autrement
dit, les mathématiques seraient quelque part dieerdses matérielles (re)formulées en termes
abstraits. Il faut noter que I'épistémologie desrstes expérimentales a également dépasse, avec
la notion de modele mathématique des phénomeénés comception étroitement terre-a-terre des
constructions mathématiques.

Mais, ainsi que le dit Jean Toussaint Desanti :

Si la mathématique n'est ni du Ciel ni de la Tatiepporte de chercher le lieu ou elle réside. Que

est donc ce lieu ou s'inscrit le texte selon lequaét la stricte parole mathématique ? (Desanti,

2008).
La philosophie actuelle de la nature des objethémahatiques (selon Desanti et, a sa suite, Jean
Petitot, 1991) conduit a une autre conception deatare de ces objets : ceux-ci sont des entités
(des idéalités dit JT Desanti : tout objet mathésoiat est un concept, et donc un objet en quelque
sorte totalement abstrait) construites par I'atittan des théories mathématiques, a partir de
I'expérience. Autrement dit, les objets mathémadgyaxistent par et dans leurs relations avec les
autres objets précédemment construits ou en teiiétte, mais a partir d'objets premiers — des
constructions ayant leur origine dans la pratiges ohétiers, des nécessités sociales comme le
commerce, etc. C'est la structure de ces relatemise objets qui permet d’attester de leur
existence, car c’est elle qui permet d’agir sur,@ar des ‘opérations’ plus ou moins complexes,
mais qui doivent toujours respecter les critereval@ité de la théorie en jeu. Or les premiers
objets mathématiques ont été construits en relatiooite avec des nécessités de comptage, de
mesurage, etc. Les objets développés ultérieuresgerbnt appuyés au départ sur ces premiers
concepts, puis, de construction en constructionaoquis un caractere de plus en plus abstrait ;
mais ils ne sont pas totalement détachés de l@ginempremiére...

Donnons un exemple de ce processus : un objet @reitant considéré comme existant a partir
de I'expérience — les nombres par exemple — onovaqir construire, a partir des nombres, des
regles de transformation des calculs, qui donnenamgsance a l'algébre ; a partir de regles de
calcul et de transformation des expressions algeesi il sera possible d'imaginer des fonctions,
qui dans un premier temps seront algébriques ;enrh @nsuite imaginer ce concept de fonction
étendu a des processus de mesure non rationr@tene les fonctions trigonométriques ; a partir
des fonctions, dérivées et intégrales permettanmiadiner de nouvelles fonctions avec de
nouvelles propriétés, etc. Encore une fois, noudopa la de la définition desoncepts
mathématiques, et non de leur utilisation pragroatiqu de leur découverte : il est clair que les
habitants des différentes contrées n’ont pas aiteledvoir écritcos xpour découvrir la roue, le
mouvement circulaire uniforme, et, disons, les eggugéométriques associées : que I'on pense
aux observations célestes ou aux Viethamiensaritlisa noria pour puiser de I'eau, I'existence
pragmatique des objets précéde le plus souvenétabtissement théorique et conceptuel. Mais
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cette détermination théorique des concepts estuteva les intégrer dans un systeme de
validation en relation avec d’autres objets déjastmits. On voit peut-étre mieux cette
construction — partie du réel mais s’en affran@mns®nsuite — lorsqu’on pense a la géométrie,
qui a construit ses objets a partir de I'expériedems la géométrie euclidienne, pour s’en
émanciper ensuite et considérer des géométriesigpbg (pouvant encore étre référées bien sir
a la géométrie de la Terre) puis des géométries aumhidiennes baties de facon tout a fait
arbitraires, ou plutdt, en fonction des phénomeneecrire et des nécessités internes du calcul

mathématigue La théorie des variétés différentiables, fibets, en est I'un des résultats.

La nature des objets mathématiques induit done clleur validité, et cela — cette construction
— détermine la nature des méthodes utilisées elmemattiques pour prouver une assertion : celle-
ci doit étre nécessaire dans la théorie dont Igtobont issus, mais ne peut étre prouvée que par
les outils de cette théorie, méme si des dispssipropriés permettent de faire I'expérience du
bon ‘fonctionnement' des dits objets. Ainsi la d¢en mathématiques esécessaireet non
contingente : on peut, sur de tels objets abstr@itsncer des propriétés parfaitement fausses et
absurdes mais, d'une part une expérience bien conduite,usuexemple pertinent, pourra
montrer que la propriété testée a des possib#ités non — d'étre vraie, d'autre part, une preuve
formelle pourra démontrer quelle est la propriééeacte.

Les dispositifsad hocpeuvent étre assez simples pour les objets ‘prasaicomme des nhombres
entiers pour le dénombrement de collections finiésen entendu, dans une théorie trés
complexe, les dispositifs permettant de s’assuedadalidité des conjectures sont beaucoup plus
difficiles a construire et a vérifier. Et au finalest donc toujours par un raisonnement formel
dans la théorie concernégue le mathématicien pourra prouver la validitésds déclarations.
Les théories doivent donc étre fondées par unaratique, qui sera en charge de dire quels sont
les énoncés valides ou non. Le théoreme de Godwmisaite montré que dans toute théorie
demeurent des énoncés indémontrables dans laghéori

Ces considérations internes aux mathématiques suvedt en rien le probleme récurrent du
rapport qu'entretiennent (que continuent a entie®nles objets du monde réel avec les
abstractions mathématiques. Comme nous l'avonseditliens ont toujours été déclarés dans les
théorisations scientifiques, mais ils ont aussjaors été difficiles a expliciter et a exhiber. ou
allons revenir sur ce point en partant du poinvde de la philosophie idonéiste développée au
20" siécle.

Nous nous intéresserons ensuite aignes symboliquesivec lesquels les mathématiques
travaillent, a leur nature particuliére et aux m&adus qu'ils peuvent susciter. De plus en plus
souvent, des analyses sémiotiques sont conduibémmment en didactique des mathématiques,

afin de comprendre la nature des signes emplogéf§éadents niveaux d'expertise mathématique,
et les obstacles afférents au niveau de I'appsaues.

2. La transition du monde réel aux mathématiques schématisation et
modélisation selon Gonseth

Si de nombreux savants ont tenté de décryptemplgorades objets du monde réel aux concepts
mathématiques, il en est un qui a édifié un systédimeplication mais aussi d'élaboration de ce
rapport : il s'agit du mathématicien suisse Femtin&onseth (1890-1975). Ferdinand Gonseth
créa en 1947, avec Gaston Bachelard et Paul Beraaggevue internationale de philosophie de

4 \oir ci-dessous le paragraphe sur F. Gonseth.
5 Et c'est parfaitement autorisé, malgré les réastparfois trés vives de certains enseignants...
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la connaissance, intituléBialectica Son ouvrage de référence, écrit entre 1945 eb6,195
comporte 6 tomes et s'intitulea géométrie et le probleme de I'espate point de vue de
Gonseth est appelé l'idonéisme, philosophie quit ynser le rapport des mathématiques
(existantes et en construction) au monde de I'expés, dans un double souci dérité et de
réalité.

Pour ce faire, Gonseth définit ce rapport dans ratgssus qui fera passer de la réalité a un
schémade cette réalité, un schéma étant un support, é@#siné... qui tend vers l'abstraction
mais doit conserver une partie des relations gqegennent entre eux les objets réels. "Gonseth
donne ainsi un caractére ‘expérimentable’ a la gé&oel, ainsi que le dit V.Bontems (2014) -
"caractére qu'il étend ensuite a l'algebre et lbdajue”. Un schéma est construit dans ce que
Gonseth appelle uhorizon de réalité celui-ci pouvant étre plus ou moins abstraityani le
niveau de conceptualisation visé ou a I'ceuvre.eRample une figure de géométrie s'inscrira
explicitement dans un horizon de réalité relatihagéométrie euclidienne, alors qu'un plan de
menuisier ne I'évoquera qu'implicitement et ne freera pas de la méme facon les relations de
parallélisme, d'orthogonalité, etc... Le raisonneimabstrait s'appuie ensuite sur ce schéma
imparfait pour développer une connaissance plusutebodans un horizon de réalité
mathématique formalisé.

Mais Gonseth a toujours soutenu, de concert avebdbard, que la logique formelle ne peut
servir de fondement a priori a une théorie de lanatssance ; de méme que les concepts
mathématiques ne peuvent, non plus, étre aplatislesumonde réel dont est partie la
schématisation.

La philosophie de F. Gonseth est en effet prochedake de G. Bachelard. Pour ces deux
penseurs, les objets mathématiques ne sont paodssuctions idéales et non reliées de I'esprit
humain, ainsi que le prétend Brouwer ; ce ne sastmon plus de simples conséquences des
objets du monde réel, mais il y a une dialectigai¢éacconstruction de ces objets abstraits.

Si I'on pense aux prolongements introduits enguateDesanti (cf. Desanti, 1968 ; Petitot, 1991,
op.cit.), alors la construction "en étages imbrgjuédes mathématiques depuis la
conceptualisation et la modélisation du monde g€tlaire : il ne s'agit pas de rejeter le
formalisme ni lintuitionnisme, mais de regarderand les mathématiques — et les
mathématiciens ! — utilisent, de facon alternés, mleuves pragmatiques (physiques, pourrait-on
dire), des démonstrations formelles, des justificet basées sur l'intuition. Et la, on rejoint les
théories de didactique des mathématiques, qui wiiseces allers-retours dans les situations
d'apprentissage et dans le processus de conceptiali — nous y revenons brievement ci-
dessous.

Ce gue nous devons maintenant interroger, c'esttlae et la fonction des signes mathématiques
qui ont permis de construire ces schémas, plus omshcomplexes, a différents niveaux de
formalisation et de conceptualisation.

3. Les signes mathématiques

La nature des objets mathématiques a des conségpusucles signes avec lesquels on fait des
mathématiques : ces symboles sont régis par déssragernes, intrinseques. Par exemple les
signes algébriques ont leur fonctionnement proprecqgnduit a factoriser, simplifier (ce qui

serait absurde avec les signes langagiers : unsaptarie trés appréciée des mathématiciens
permet de ‘prouver’ que la 'fractiotheval/oiseawest égale au nombre pi), dériver, intégrer, etc...
Il faut remarquer que les mathématiques s'exprirdans de nombreux registres : les registres
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numérique, algébrique, fonctionnel, graphique, gé&oigue, formel sont ceux que I'on identifie
couramment.

Ainsi que le disent de nombreux chercheurs, lesesigsont donc desstrumentsdu travail
mathématique. Sans connaitre leurs regles intefgesture, de transformation, de changement
de registre, il est impossible de faire des mathiéomes, et notamment de prouver par des
démonstrations.

Les signes mathématiques sont particulierement xep et ont, comme nous l'avons dit, un
fonctionnement trés codifié ; cependant certaigses prennent des sens trés différents suivant le
contexte — numérique, algébrique, géométrique, etdn. sémioticien, d'ailleurs lui-méme
mathématicien, a construit une théorie sémiotiques@dapte parfaitement a la multiplicité et la
complexité des écritures mathématiques : il s'algit Charles Sanders Peirce (1839-1914),
sémiologue et philosophe américain. Il est le fomgladu courant pragmatiste avec William
James et, avec Ferdinand de Saussure, un des deex ¢e la sémiologie (ou sémiotique)
moderne ; et il est considéré comme un des pluxigrimgicien$

La sémiotique générdlele C.S.Peirce est concue pour I'étude de signestdee treés variée, et
donc particulierement adaptée aux mathématiqueplidePeirce ne dissocie pas pensée et signe,
et propose une interprétation dynamique du liereamt signe et un objet, interprétation qui peut
permettre de penser les changements de statuymé®les et des énonces, en particulier dans la
pratigue mathématique et son enseignement/apmagés Cette prise en compte de l'aspect
dynamique permet également d'aller plus loin getede de la simple mise en ceuvre de registre
de représentation : cet aspect est associé a &ndian opérationnelle des signes mathématiques,
c'est-a-dire a la possibilité qu'ils offrent derfgber de nouveaux signes par des regles plus ou
moins algorithmiques.

Soulignons les dimensions fortes de la pragmatigireienné :

Dans cette pragmatique, il n’y a pas d’'un déatgenséede l'autreles signegjui la 'représentent’

qui en ‘rendent compte’, voire qui la 'médiatiseld’ pensée est dans sa nature méme un signe.
Ainsi une pensée ne sera pas forcément un motriewsuite de mots), mais elle peut étre une
image, ce n’en est pas moins un signe : si je pardaecouleur verte, jaurai une image ou une
impression de vert...

Tout signe est triadique et composé de 3 eélémentsomt des fonctions et non des attributions :
le representamenR ;l'objet O : ce qui représenté par Rinterprétant| : ce qui met en relation
R et O. Ainsi que le dit Peirc&g¢rits sur le signeréédité 1978) :

Un signe ou representamen est un Premier qui astuw#e relation triadique si authentique avec un

Second appelé son objet qu'il peut déterminer aisiéme, appelé son interprétant, a étre dans la
méme relation triadique avec son objet que celies daquelle il est lui-méme avec ce méme objet.

(Peirce, in Collected Papers, 2).

Ces trois places sont des fonctions identifiéessdam processus sémiotique donné : ainsi
‘Pomme’ peut étreepresentamende I'objet pomme, ou ‘Pomme’ peut se trouwderprétantdu
mot ‘golden’, ou 'Pomme’ esbbjet du mot ‘apple’ dans une traduction. Dans un psuses
sémiotique l'interprétant d'un signe est dépendantontexted'interprétation. Ainsi ‘apple’ peut
aussi renvoyer a une marque d'ordinateur...

6 dit Wikipédia...

7 Ce paragraphe sur Peirce est extrait de I'afBtdeh I., Gibel P. (2011).

8 Pour une description moins schématique de lanmaiigue peircienne, se reporter aux écrits sur Be8ce, cf. le
site www.signosemio.com ou http://perso.numericdttebert.marty/semiotique/76-fr.htm
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Le sens d'un signe n'est jamais figé : l'interpi@taest un processus dont le sens final est en
devenir. Si un signe est vu comme une triadeetipmétant de cette triade peut a son tour devenir
un representamen, point de départ d'une nouvédiéetsigne et par conséquent d'une nouvelle
interprétation.

Tout phénomeéne (partant, chaque instance de laépeasigne) appartient a I'une des trois
catégories suivantespriméité (catégorie de la qualité générale, de la posshilsignes vus
comme dedcbnes c'est le cas de l'impression de vert ci-desssgcondéité(catégorie de
I'existence, des faits, des actions et réactiomgges qui sont desdices: tout ce vert me fait
penser au printemps en montagne tigrcéité (catégorie de la loi, de la médiation et signes
symboleglont l'interprétant est nécessairementanmgumeny. Ainsi, un signe peut étre umdne
(priméité) de ce a quoi il renvoie, comme la TouffeE de Paris ; il peut étre umdice
(secondéité) comme un panneau routier indiquamis’Pal peut étre un signe-regle, comme un
plan de Paris.

Les phénomeéenes mathématiques et les signes qulissent appartiennent tous a l'ordre de la
secondéité ou de la tiercéité : les interprétantghématiques d'une situation conduisent a
enoncer des régles, des propriétés. Cependant :

1) toutes les regles mathématiques ne sont pas @memniveau : linterprétation
mathématique de ‘3’ nécessite une relation de siggke indiciel — qui nous dit quelque chose de
son objet — car il y a une loi qui met en relatiersigne ‘3’ et le cardinal d'un ensemble a trois
eléments. Par contre ‘145’ est un signe-régle fautal’, qui implique la tiercéité et que Peirce
appellesymbole pour relier ce signe au cardinal convenabligut de plus connaitre la régle de
numeration employée.

Un argument est un signe dont l'interprétant regmées son objet, comme étant un signe ultérieur

par le moyen d'une loi. (Op.cit. p.183).

2) les personnes pratiquant des mathématiqueseéfegar exemple) ne voient pas toujours
les signes avec l'interprétant du niveau requissi @an nombre peut n'étre vu par certains éleves
gue comme une succession de chiffres ; I'éléve dent ne pas voir la regle contenue dans le
nombre, par exemple ne pas du tout relier ce norabu@e quantité. Umepresentamersera
interprété de facon variable selon le niveau de€laiose dans laquelle se trouve l'interprétant
effectif, et un signe produit a un certain niveautpétre interprété a un niveau inférieatest ce

gu’on appelle la 'déflation interprétativerécisons que ce phénomeéne de déflation interpmetat
se produit régulierement a tous les niveaux d'gnsenent des mathématiques, et il est
compatible avec la théorie peircienne du sens cogétarga venir: le mathématicien (professeur
par exemple) énonce un concept dont la compréhems&opourra mieux advenir que dans les
relations futures du méme concept avec les objetthématiques de la méme théorie ou des
théories connexes, pensons par exemple aux condegisiite ou d'intégrale (cf. aussi Bloch,
2009).

Conclusion : Enseigner les mathématiques

Les mathématiques ont donc une dimension heurestiguune dimension de recherche,
d'établissement de conjectures, d'expérience +aqueetrouve aussi bien dans leur enseignement
gue dans la recherche. Cette composante est leédidension ‘réelle’ des mathématiques, ainsi
gue la pensait Gonseth : ceci signifie qu'en ma#ti@ues on peut, tout au moins dans un
premier temps de |'étude, chercher des preuvesnatagues, faire des dessins, des calculs, des
expérimentations, et se baser sur l'intuition, we lgs mathématiciens, en herbe ou expérimentés,
ne manguent pas de faire.
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De méme, lors de la recherche d'un probléme, lhénaticien (ou I'éleve-mathématicien)
pourra se placer dans le systeme formel et prosesrassertions avec les regles entierement
codifiees de sa théorie mathématique, sans queneela déstabilise, puisque ce systeme est
attesté et permet de tester la véridiction d'urmpgsition ; on parlera alors deux d'intérieuy
selon Hintikka (Hintikka, 2007 ; voir aussi Barti@008). Mais le chercheur pourra éprouver le
besoin, a un moment, de se convaincre de la jestissa démarche, et il reviendra au contexte
du probléme, a la consistance de ses résultatayraréflexion intuitive sur les objets en jeu,
réflexion qui lui permettra de dire : "Ce résulést logique avec mes hypothéses de départ, je
suis conforté par la cohérence de mes calculs etnaesolution”. On parle alors deux
d'extérieur: le chercheur est sorti du systeme formel.

La pragmatiquede Peirce — c'est-a-dire la mise en ceuvre des ar@gégde son systeme
sémiotique dans des situations — permet d'engager réflexion sur des mécanismes
envisageables de construction des situations angdiom® heuristique qui s'appuient sur cette
dynamique, en vue d'un enseignement des mathéraatigeattant en relation les difféereotgets
mathématiqueselatifs au théme enseigné. Il est également plesdianalyser, soit a priori, soit a
posteriori, lessémiosesa I'ceuvre dans une situation, c'est-a-dire lesgssus interprétatifs
possibles ou effectifs dans le systéme de sigrspodibles.

En didactigue des mathématiques, la théorie deat&ihs didactiques dite TSD, élaborée par

Guy Brousseau au début des années soixante-elx celle qui a cherché a construire ces

situations. Remarquons que ces constructions neé gas réservées aux mathématiques

élémentaires, et que de plus en plus, afin d'enseigs mathématiques en introduisant du sens a
tous les degreés, les didacticiens tentent d'élalutwrdelles situations y compris pour des savoirs

de haut niveau — fonctions, intégrales, calcukdéhtiel (cf. Bloch 1999 ; Bloch et Gibel 2011)...

Il est possible dans I'enseignement, bien enteetdfigrtement souhaitable, de relier les théories
mathématiques — dont on aura compris la logiquelaetconstruction — aux sciences
expérimentales. Ceci pourrait faire la matiere dutre article...

Certes la construction de situations pour I'ensgiggnt n'est contrainte, et c'est déja important (et
fort difficile a réaliser...), que par la pertinenoathématique, et par la faisabilité. Il s'ensui qu
des théories didactiques différentes et complénrestapeuvent s'atteler a ce travail de
construction du sens mathématique a tous les mveainsi que je I'écrivais dans la préface du

livre de Saddo Ag Almouloud sur la didactique :

Les théories de I'enseignement s'intéressent awsgirofesseur, a son réle, a I'ergonomie des
situations gu'il peut mettre en ceuvre en classes&ontraintes, a sa formation académique comme
didactique ; et elles ambitionnent de modélisé\lg& dans ses productions face a un apprentissage.
Le destin des théories des sciences humaines est duiltiplier pour s'adapter a cette réalité et
pouvoir en rendre compte. Leur multiplicité ne dfbhc pas étre vue comme une imperfection mais
elle fait partie des mutations et des évolutionsmabes du développement d'un champ de
recherches dans ce domaine. L'histoire des scieneesnéme des sciences expérimentales ou des
mathématiques ! — prouve que les théories se ¢réemhodifient, et que certaines disparaissent ou
sont absorbées dans une théorie plus ergonomiqyrusuachevée. Ainsi la théorie des champs
magnétiques de Maxwell est une unification desrihéclectriques et magnétiques ; la relativité
est une théorie qui réinterprete la théorie nevetomé de la gravitation, en remplacant la notion de
force a distance (l'attraction des corps) par larlmare de I'espace-temps créée par la masse. En
mathématiques, les théories de la convergence dintfgrale issues du 19 siécle ont d( étre
précisées et étendues pour ne pas se trouver ¢nradiotion relativement a des fonctions que les
mathématiciens de I'époque n'avaient pas imaginées...

O Sur la TSD, voir le site de G.Brousseaww.guy-brousseau.com
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Les sciences humaines ont ceci de particulier,rggport aux mathématiques, que les concepts
relatifs aux phénomenes que I'on souhaite modé&imetr a construire — mais il en est de méme en
sciences expérimentales ainsi que le dit le philbeaet physicien M.Blay. De plus, dans le domaine
des activités humaines, la vérification de la perice des théories ne peut s'effectuer que par une
confrontation a la contingence qui s'avere elle-méldélicate, le chercheur ne devant en aucun cas
prendre ses cadres d'analyse pour la réalité..té@énpllil a reconstruite, pour I'observer et I'agaty
(Bloch 1., Prefacio)

Nous conclurons donc que la complexité des mathéues, de leur systeme de désignation, des
situations qui leur donnent sens et consistancediécultés de leur enseignement... ne peut se
résoudre en déclarant simplement que les mathémeatigont un outil pour les sciences, ou
gu'elles sont une fabuleuse construction complatehas sol... la réalité des mathématiques est
bien plus sophistiquée et intéressante, pour k& giand plaisir des mathématiciens !
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