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VALUATION AUGMENTEE, PAIRE MINIMALE ET VALUATION

APPROCHEE

MICHEL VAQUIE

RESUME. Soit (K,v) un corps valué, les notions de waluation augmentée, de valuation aug-
mentée limite et de famille admise de valuations permettent de donner une description de toute
valuation p de K[z] prolongeant v. Dans le cas ou le corps K est algébriquement clos cette des-
cription est particulierement simple et nous pouvons la réduire aux notions de paire minimale
et de famille pseudo-convergente.

Soient (K,v) un corps valué hensélien et 7 'unique extension de v & la cléture algébrique K
de K et soit 4 une valuation de K[x] prolongeant v, nous étudions les extensions fi de u & K[x]
et nous donnons une description des valuations fi; de K[z] qui sont les extensions des valuations
i appartenant a la famille admise associée a u.

ABSTRACT. Let (K,v) be a valued field, the notions of augmented valuation, of limit augmented
valuation and of admissible family of valuations enable to give a description of any valuation
u of K[x] extending v. In the case where the field K is algebraically closed, this description is
particularly simple and we can reduce it to the notions of minimal pair and pseudo-convergent
family.

Let (K, v) be a henselian valued field and ¥ the unique extension of v to the algebraic closure
K of K and let p be a valuation of K[z] extending v, we study the extensions ji from p to K[z]
and we give a description of the valuations fi; of K[z] which are the extensions of the valuations
1 belonging to the admissible family associated with pu.
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2 MICHEL VAQUIE

INTRODUCTION

Soit K un corps muni d’une valuation v, nous pouvons obtenir toute valuation ou pseudo-
valuation p de lanneau des polynoémes K[x] qui prolonge v grace a une famille admise de
valuations A = (M'L)z ;> O lensemble I est un ensemble totalement ordonné (cf. théoremes
2.4 et 2.5 de [Va 1]). De plus chaque valuation p; de la famille est obtenue comme valuation
augmentée ou comme valuation augmentée limite associée a un polynéme-clé ou un polynome-clé
limite ¢;.

La famille A = (“Z)z ¢ converge vers la valuation p dans le sens ou pour tout polynoéme f
de K|[z] la famille de valeurs (“i(f))ief est croissante et vérifie pu(f) = Sup(pi(f) ; i € I). En
particulier si la famille I a un plus grand élément 7 la valuation p est égale a la valuation u; et il
existe un polynome ¢ = ¢; qui définit la valuation p comme valuation augmentée ou valuation
augmentée limite. Nous disons dans ce cas que la valuation est bien spécifiée et que le polynéme
¢ définit la valuation. Par définition ce polyndéme apparait dans la construction de la famille
admise A = (MZ)Z 7 associée a la valuation f.

Comme tout polynéome-clé ou polynome-clé limite est un polynéme irréductible de K[x] dans
le cas ou le corps K est algébriquement clos les seuls polynomes-clés sont de degré un et les
familles admises sont particulierement simples : si la valuation p est bien spécifiée elle est définie
par un polynome-clé ¢ de la forme ¢(z) = x — a, sinon elle est définie par une famille infinie de
polynomes (¢4 ) de la forme ¢, (z) =  —ay. Plus précisément, comme K est algébriquement clos
la valuation u est entierement déterminée par les valeurs prises pour les polynomes f de la forme
f(x) = (z—0), et nous avons dans le cas ou p est bien spécifiée u(x—b) = Inf (v(a —0b),9) et la
valuation pu est associée & une paire minimale, et dans le cas d’une famille infinie la valuation u est
la valuation associée a la famille pseudo-convergente (as) (Proposition 2.11). Il est aussi possible
de décrire une valuation u de K[z]| par une boule fermée ou par une famille décroissante de boules
fermées dans K pour la distance ultramétrique associée a la valuation v de K (Proposition 2.12).

Soient (K,v) un corps valué quelconque et p une valuation de K|[x| prolongeant v, alors si v
est une extension de v & la cloture algébrique K de K il existe une extension ji de pu & K|[x] qui
prolonge v. Soit A = (“2)2 ¢ la famille admise associée a p1, nous voulons décrire les valuations
fi; de K[x] obtenues comme prolongement des valuations y; appartenant & la famille A, et les
familles de boules fermées de K associées aux valuations /i,.

Dans le cas ou (K, v) est un corps valué hensélien nous associons a la famille admise associée
a la valuation p une famille décroissante (BZ)’L ¢; de réunions finies de boules fermées de K.

Plus précisément chaque B; est la réunion des boules disjointes Bi(r), le groupe de Galois agit

transitivement sur ’ensemble fini {Bi(r) }, et pour tout ¢ < j dans I chaque boule B™ de B;

contient s boules B](-l) (r)

K3
et toute boule BJ(-l) de B; est contenue dans une boule BZ-(T) de B; (Proposition 3.22).
L’intersection des B; est un sous-ensemble B(u) de K, appelé ensemble caractéristique de la
valuation u, cet ensemble est vide dans le cas ou la valuation u n’est pas bien spécifiée, sinon
c’est la réunion d’un ensemble fini de boules fermées non vides de K, qui correspondent aux
différentes extensions de p & K[z] (Théoréme 3.23).

appartenant a B;, ou s est un entier indépendant de la boule B; "’ choisie,
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Dans la quatrieme partie nous montrons comment & partir d'une valuation ji de K[x] nous
pouvons construire la famille admise A = (“2)1 ¢; associée & la restriction p de fi a K[z]. Plus
précisément nous construisons une famille décroissante de boules fermées B; de K, telle que la
valuation y; de la famille admise A soit la retriction & K|[x] de la valuation ji; de K[z] définie
par la boule B;.

Alors que la construction de la famille admise A = ('“Z)z cr S€ fait de maniére croissante,
c’est-a-dire la valuation p; est construite a partir des valuations u; pour j < 4, la construction
des boules B;, et par conséquent des valuations [i; se fait de maniére décroissante, c’est-a-dire
la boule B; est construite & partir des boules B; pour j > ¢ (Théoreme 4.6).

Dans la cinquieme partie nous revenons sur les notions de valuations approchées et de po-
lynémes approchés. Nous définissons une notion de distance dist, entre les polynémes de K|[x] et
pour toute valuation bien spécifiée p définie par un polynéme ¢ nous donnons une caractérisation
des polynomes approchés ¢’ de u en considérant la distance dist, (¢, ¢') (Corollaire 5.8).

Nous comparons ensuite cette notion avec la notion de polynéme-clé introduite par Mark
Spivakovsky (cf. [H-O-S]) et nous retrouvons que ces deux notions colincident (Corollaire 5.11).

Enfin dans I’annexe nous interprétons les résultats de Kaplansky sur les extensions immédiates
et les suites pseudo-convergentes a partir des propriétés des familles admises continues que nous
avons définies précédemment.

L’auteur remercie Franz-Viktor Kuhlmann pour les remarques qu’il lui a faites concernant
une premiere version de ce texte.

1. RAPPELS

Dans ce qui suit nous nous donnons une valuation v sur un corps K et toutes les valuations
ou pseudo-valuations p de ’anneau des polynoémes K[z] que nous considérons sont des prolon-
gements de v. Nous nous donnons aussi un groupe totalement ordonné f, contenant le groupe
des ordres I', de la valuation v, et toutes les valuations ou pseudo-valuations p de K[x] ont leur
groupe des ordres I';, qui est un sous-groupe ordonné de r.

Pour toute valuation u de K[x] nous pouvons définir la notion de polyndme-clé ¢, et si ¢ est
un polynoéme-clé pour p et si v est un élément de I vérifiant ~v > (@), nous pouvons définir une
nouvelle valuation p' de K[x], appelée valuation augmentée associée au polyndome-clé ¢ et a la
valeur v que nous notons y' = [ ; p'(¢) = 7], de la maniére suivante :

pour tout polynéme f de K|[z], nous écrivons le développement de f selon les puissances de ¢,
f=9gmo™ + ...+ 919 + go, ot les polynomes g;, 0 < j < m, sont de degré strictement inférieur
au degré du polynome-clé ¢, et nous avons :

w(f) = Inf(u(gj) +jv; 0<j<m) .

Nous pouvons définir aussi pour tout polynome unitaire ¢ de degré un, ¢ = x — b, et pour
toute valeur v de T’ une valuation u de Klz|, que nous appelons encore valuation augmentée
associée au polynome-clé ¢ et a la valeur v que nous notons p = [v ; u(¢) = 7], de la maniere
suivante :
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tout polynéme f de K[z] s’écrit de maniere unique sous la forme f = agé? + ... + a1¢ + ao,
avec aj € K, et nous posons

u(f) = Inf(v(a;) +jv; 0<j<d) .
Dans ce cas cette valuation u est aussi notée w, .y (cf. [A-P 1]).

Nous pouvons définir la notion de famille de valuations augmentées itérées comme une famille
dénombrable (u;), ¢ de valuations de K[z], I = {1,...,n} ou I = N*, associée a une famille de
polynomes (¢Z)z cr €t a une famille (fy,)l el d’éléments de T, telle que chaque valuation iy T > 1,
est une valuation augmentée de la forme p; = [p—1 ; pi(¢;) = 7] et ou la famille des polynomes-
clés (qﬁz) vérifie les deux propriétés suivantes : pour tout ¢ > 2 nous avons deg ¢; > deg ¢;_1 et les
polyndémes ¢; et ¢;_1 ne sont pas j;_1-équivalents. Nous renvoyons aux articles [McL 1], [McL 2],
et [Va 1], pour les définitions et les propriétés des polynomes-clés, des valuations augmentées et
des familles de valuations augmentées itérées.

Nous définissons aussi la notion de famille admissible continue comme une famille C =
(,ua)a c 4 de valuations de K [x], indexée par un ensemble totalement ordonné A sans plus grand
élément, associée a la famille de polynomes-clés (gba)a ca €t a la famille de valeurs (%l)a c4- Par
définition chaque valuation i, est une valuation augmentée de la forme o = [t pa(da) = Yal,
ou p est une valuation de K[z] donnée, les polynomes-clés ¢, sont tous de méme degré d et les
valeurs 7, forment une famille croissante sans plus grand élément dans T.

Nous définissons ’ensemble

() = @ ((a) yen) = 1 € Klal | palf) < us(f), Yo < f € A},

nous supposons que cet ensemble est non vide, nous appelons d¢ le degré minimal des polynomes

appartenant a <I>(C) et nous supposons aussi que nous avons l'inégalité d < d¢, alors nous
définissons I’ensemble

<I)(C) = ((“a)aeA) = {¢p¢€ i)(C), deg ¢ = dc et ¢ unitaire } .

Un polynoéme ¢ appartenant a QD(C) est appelé un polynome-clé-limite pour la famille C, et pour
¢ un polynéme-clé limite et y un élément de I’ vérifiant v > uq(¢) pour tout o dans A, , nous
pouvons définir une nouvelle valuation ' de K|[z], appelée valuation augmentée limite pour C
associée au polynéme-clé limite ¢ et & la valeur v que nous notons p’ = [(1a)aca ; 1/'(¢) =],
de la maniere suivante :

pour tout polynéme f de K|[z], nous écrivons le développement de f selon les puissances de ¢,
f=0gmd™ + ...+ 910+ go, ol les polynomes g;j, 0 < j < m, sont de degré strictement inférieur
au degré du polynome-clé limite ¢, et nous posons :

w'(f) = Inf(palg;) +iv; 0< 5 <m)

ou nous posons pA(g) = Sup(pa(g);a € A) pour tout g n’appartenant pas a &J(C) Nous
renvoyons a [Va 1] pour les définitions précises et les propriétés des polynomes-clés limites et
des valuations augmentées limites.

Remarque 1.1. Si nous prenons la valeur v = +00, la valuation augmentée p = [v ; p(¢) =]
associée o un polynome-clé ¢ ou la valuation augmentée limite u' = [(Ma)aeA ; w(e) = fy]
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associée a un polynome-clé limite ¢ est une pseudo-valuation de l'anneau Klx| dont le noyau
est l'idéal engendré par le polynome ¢.

Définition. Une famille admissible simple S pour la valuation v de K est une famille de va-
luations (,u,i)iel de K[z] constituée d’une partie discrete D et d’une partie continue C,

- la partie discréte D = (,u,l) est une famille non vide de valuations augmentées itérées de

leL
K|[z] telle que la famille de polynémes-clés (¢l)leL associée vérifie l'inégalité stricte deg ¢; >
deg @1

- la partie continue C = (fia),cq €5t une famille admissible continue éventuellement vide ; si
elle est non vide la famille D est finie, le degré d des polynémes-clé ¢ est égal au degré du
dernier polynome-clé ¢, de la famille ((bl)leL associée a D, et pour tout a dans A, la valuation

lo est la valuation augmentée pio = [tn ; Ha(Pa) = Yal-

Si la partie discrete D d’une famille admise simple S est constituée d’une seule valuation pu;,
et si la partie continue C est non vide, nous pouvons toujours considérer que la valuation
appartient a la famille C, nous écrivons & = C et nous disons alors que la famille simple S est
continue.

Définition. Une famille admissible A pour la valuation v de K est une famille de valuations
(,u,i)i cr de K [x], obtenue comme réunion de familles admissibles simples

A = U EN - U (D(j);C(j)) ,
jeJ jeJ
ot J est un ensemble dénombrable, J = {1,...,N} ou J = N*, et nous définissons J* par
J*={1,...,N — 1} si J est fini et par J* = J = N* sinon, vérifiant :

- pour j appartenant & J*, la partie discréte DY) = ( l(j))leL(J') est finie, la partie continue
clY) = (M&j))aeA(j) est non vide et la premiére valuation ugjﬂ) de la famille simple SUH) est
une valuation augmentée limite pour la famille admissible continue cl) ;

- la premiére valuation ,ugl) de la famille est la valuation associée a un polynome unitaire de

, 1 . 1 1 1), .0 1
degré un, <;5§ - a, et a une valeur 7% ), ,ug ) = v ug )(gzbg )) = 7% )] = Wiy
Dans la suite, comme la valuation v de K est fixée nous dirons simplement que A est une

famille admissible de valuations de K|z].

Nous pouvons aussi écrire la famille admissible A comme une famille indexée par un ensemble
totalement ordonné I,
A = (i)ier ,
et I'ensemble I peut étre décrit de la maniere suivante : pour tout j dans J, nous munissons
I'ensemble BU) = L) 1 AU de 'ordre total induit par les ordres sur L) et sur AY) et défini
par | < a pour tout [ € LU et tout o € AY) ; et nous posons

I ={(b)|jeTetbe BY},

muni de l'ordre lexicographique. L’ordre sur ’ensemble I peut étre caractérisé par la relation
suivante : i < k dans I si et seulement si pour tout polynéme f de K[z] nous avons p;(f) < ux(f)
et il existe au moins un polynome g avec p;(g) < pr(g).
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La premiere valuation pq de la famille A est obtenue a partir de la valuation v de K grace
a un polynéme ¢, unitaire de degré un et a une valeur ;. Nous considererons parfois que la
valuation v = ug appartient & la famille A et par abus de notation nous considérerons que 0 est
le plus petit élément de ’ensemble . La valuation p; est ainsi considérée comme une valuation
augmentée, définie par le polynome ¢1.

A toute famille admissible A nous associons la famille des polynémes-clés ou polynémes-clés
limites (czﬁz)Z 7> que nous appelons pour simplifier la famille des polynémes-clés, et la famille des

valeurs (%) el

Définition. Une famille admissible A = (u;)icr est une famille admise si pour tout polynome
f dans K|x| la famille (p;(f))icr admet un plus grand élément dans le groupe T.

Définition. Une famille admissible A = (“i)z’el de valuations de Klz] est dite complete si
l’ensemble I posséde un plus grand élément T, sinon la famille admissible A est dite ouverte.

Remarque 1.2. Une famille admissible A est compléte uniquement dans le cas ot A est réunion

d’un nombre fini de familles simples et ot la derniére famille simple SN) est discréte finie,
SN — ( (N) (N))
=M1 e Hay ).

Dans ce cas la famille A est admise et la derniére valuation pu; = ,ugy\,) de la famille peut étre

une pseudo-valuation de K|zx].

Remarque 1.3. Si la famille admissible A = (u;)icr est ouverte, elle est admise si pour tout
polynome f il existe i € I tel que pi(f) = p;i(f) pour tout j > i. C’est le cas si la famille A
est réunion infinie de familles admissibles simples, ou si la famille A est réunion de N familles
admissibles simples A = SMWU. . .USW),| telle que la derniére famille simple SN est une famille

discréte infinie, ¢’est-a-dire SNV = ('ul(N))leL(N) avec LW

SN est de la forme SWN) = ((Ml(N))leL(N); (Mt(;vN))aeAm)), avec @((M&N))QGA(N)) =0, c’est-a-dire
telle que pour tout f dans K|[z] il existe a <  dans AN) avec ,ule)(f) = u(ﬁN)(f).

) infini, ou enfin si la famille simple

Définition. La famille admise A = (p;)icr converge vers la valuation ou pseudo-valuation p de
K|[z] définie pour tout polynome f par

u(f) = Sup(pi(f); iel) .
Si U'ensemble I admet un plus grand élément t, la limite de la famille est la valuation ou

pseudo-valuation pz, sinon la limite est une valuation définie par p(f) = wi(f) pour i assez
grand dans 1.

Nous avons une réciproque au résultat précédent.

Théoréme 1.4. (Théorémes 2.4. et 2.5. de [Va 1]) Soit u une valuation ou pseudo-valuation
de K[x] prolongeant une valuation v de K, alors il existe une famille admise de valuations de
K[z], notée A(u) et appelée famille admise associée a la valuation p qui converge vers p.

Remarque 1.5. La famille admise associée a une valuation u n’est pas unique, mais est
déterminée a équivalence pres, ou deur familles admissibles A = ;¢ ; SO et A = Ujer S'9)

sont dites équivalentes si J = J', si les familles discrétes DY) = (HZ(j))1<i<n et D'V =
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(’ull(j))1<i<n’ coincident jusqu’a l’avant-derniére valuation, c’est-a-dire quand n = n’ et ,ul(j) =
,u;(j) pour tout i, 1 <i <mn—1, et si les sous-familles continues CY) et C'9) coincident asymp-
totiquement. (cf. Proposition 2.9. de [Va 2])

Définition. Une valuation p de K[z] est dite bien spécifiée si la famille admise A(u) associée
est complete. Dans ce cas la valuation p est la derniére valuation pz de la famille A(p) = (1i)ier-

Nous avons le résultat suivant :

Proposition 1.6. (Proposition 1.4 de [Va 3|) Les propositions suivantes sont équivalentes :
1) La valuation p est bien spécifiée.
2) La valuation pu n’est pas mazimale pour la relation d’ordre <.
3) La valuation p admet un polynéme-clé.
4) La valuation p peut étre obtenue comme valuation augmentée

1= [po ;5 p(¢) =11,
ou comme valuation augmentée limite

= [(ta) yen s #(P) =7

Si p est une valuation bien spécifiée, nous disons que le polynéme ¢; apparaissant comme
dernier polynome de la famille ((JSZ)Z c; @éfinit la valuation ou pseudo-valuation p. Si p est
obtenue comme valuation augmenté pu = [ug ; 1(¢) = 7], ou comme valuation augmentée limite,
w= [('“a)aeA ; 1(¢) = ], nous pouvons en particulier choisir ¢; = ¢.

Soit p une valuation ou une pseudo-valuation de K[z|, alors toute valuation yu; d’une famille
admissible associée a p est une valuation bien spécifiée, définie par le polynome ¢;.

Pour toute valuation ou pseudo-valuation p de Klz], les valuations p; appartenant a une
famille admise associée a p sont définies de maniére essentiellement unique (cf. remarque 1.5),
en particulier quand p est bien spécifiée, si p est une valuation augmentée, p = [uo ; u(¢p) =7/,
la valuation ug est définie de maniere unique, et si p est une valuation augmentée limite, p =
[('ua)aeA ; w(p) =], la famille (ua)aeA est bien définie asymptotiquement.

Dans la suite nous noterons alors

=[5 pu(d) =11,
ou p, est la valuation pg, resp. une famille continue de valuations (,ua)a ca» € ol ¢ est un
polynéme-clé, resp. un polynoéme-clé limite, pour p,. En général le polynome ¢ n’est pas défini
de maniére unique, en fait les polynomes ¢ et 1 définissent la méme valuation p si et seulement
si ce sont des polynémes unitaires de méme degré vérifiant u,(¢ — 1) > -, ol nous posons
wy(f) = pa(f) = Sup(pa(f); o € A) dans le cas ou p, est la famille ('“a)aeA ([Va 2]).

Remarque 1.7. Comme un polynéme-clé est irréductible, dans le cas ot le corps K est algébri
quement clos, une valuation bien spécifice i est de la forme

p=1[; we) =17,
avec ¢(x) = x —a. Cela correspond a la valuation associée a la paire minimale (a,d) notée w(qs)

définie dans [A-P 1].
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2. GROUPE DES VALEURS ET ALGEBRE GRADUEE

Soit p une valuation sur un corps K de groupe des valeurs I';,, pour tout sous-anneau A de K
et pour tout v dans I', = I', U {400}, nous définissons les groupes Py(A) = {z € A | p(x) > v}
et PH(A) ={z € A| u(f) > 7}, et 'algebre graduée gr, A associée a la valuation u par :

gr, A = PP, (A)/Pf(A).

~el

Nous notons H,, I'application de A dans gr,A qui a tout élément x de A avec u(z) =~y associe
I'image de = dans P, (A)/P;(A), et nous notons A, (A) la partie homogene de degré 0, A, (A) =
Po(A)/PE (A).

En particulier pour A = K les groupes Py(K) et Py (K) sont respectivement I'anneau V), de
la valuation et son idéal maximal, A, (K) est égal a son corps résiduel x, et I'algebre graduée
gr, K est simple, i.e. tout élément homogeéne non nul admet un inverse. Plus généralement si K
est le corps des fractions de A, I'algebre graduée gr, K est I'algebre graduée simple engendrée
par gr,A et le corps résiduel r, est le corps des fractions de I'anneau A, (A).

Soit A = (“Z)z ¢y une famille admissible de valuations, et pour tout 7 € I nous appelons I';,
le groupe des ordres de la valuation p;.

Si g et g sont deux valuations appartenant a la méme sous-famille simple S de la famille A
telles que y; est obtenue comme valuation augmentée p; = [ug ;5 pi(ér) = |, nous disons que
(ks pu) forment un couple de valuations successives de la famille. Le groupe des ordres I'y, de
la valuation py est égal a I'y, = 'y, @ Zry;, d’ou I'égalité

[ :Tx] = 7

ou 7; est le plus petit entier ¢ > 0 tel que tvy; appartienne a I'y, si v, appartient a I'),, ®z Q,
et ol 7; est +00 sinon. Remarquons que la valuation y; admet un polynome-clé qui n’est pas
ui-équivalent au polyndéme ¢; si et seulement si la valeur ; appartient au groupe I'y ®7 Q, en
particulier si 7; n’appartient pas a I',, ®7 Q la valuation y; est la derniére valuation de la famille
admissible A.

Comme les valuations py et py vérifient pg(f) < p(f) pour tout f dans K[x] nous avons une
application naturelle g: gr,, K[z] — gr, K[z], et celle-ci induit un isomorphisme

G: (gr,ukK[x]/(H,uk (¢Z)))[T] E— gr,u,lK[x] ?
qui envoie T sur G(T') = H,,(¢;) ( [Va 1]).
Rappelons qu’il existe g et ¢) dans K[z| vérifiant qrq, pr-équivalent & 1 et px(gqr) =

—pi(qr) = pr(¢r), et nous posons ¢; = H,, (q;.¢1). De plus si 7, appartient a I'y, ®z Q, il
existe p; et p; vérifiant pip] py-équivalent a 1 et yy(p) = —w(p)) = v (cf. [Va 3]). Alors le
noyau de la composante de degré 0 de I'application g, go: A, — Ay, est I'idéal engendré par
1, et nous avons :

- si o n’appartient pas a I'),, ®7 Q

(Auk/(sol)) — Am )
- si 7 appartient a ', ®7 Q
(Auk/(Sol))[Sl] — AM )
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avec S; = Hy, (pj¢:™) (cf. [Va 1] Remarque 1.5).

Si p; est la valuation augmentée limite d’une famille continue C = (ua)a c4» associée au
polyndéme clé-limite ¢y, p; = [(,ua)a ca s (o) = 71|, nous définissons I’algebre graduée gra =
gr,. K[z]/(Hy,(#5)) qui ne dépend pas du couple v < 3 dans A, et I'application naturelle de

gr,,, K[r] dans gr,, K[r] induit un isomorphisme d’algebres graduées :
Q: gI'A[T] L) gI‘MK[Qﬂ'] )

qui envoie T sur Q(T") = H,,(¢1). Nous appelons A la composante de degré 0 de gra, cet
anneau est isomorphe & A, /(¢a) OU (i, pig) est un couple de valuations successives de A
appartenant a C, avec ¢, = H),, (q’agbg).

Tous les groupes de valuation I';,, sont égaux et nous notons ce groupe I' . Pour tout v dans
T'p il existe p et p’ = p/(v) dans Klz] vérifiant pp'(y)~1 et pa(p) = —pa(p'(y)) = 7, pour
a € A. e

De plus si ; appartient a I'a ®7 Q et si nous appelons comme précédemment 7; le plus petit
entier ¢ > 0 tel que ty; appartienne a I'p il existe p et p’ dans K|[x] tels que pp’ soit pq-équivalent
a 1 pour « suffisamment grand et tels que pq(p') = =7y (cf. [Va 3] Proposition 2.2).

Alors le morphisme @ induit un isomorphisme en degré 0 :

- si y; n’appartient pas a 'y ®7z Q

Qo: A —— A, ,

- si v, appartient & T'p ®z Q

~

Qo: AA[S] — A,
qui envoie S sur H,, (p'¢;™).

Remarque 2.1. Soit yu; une valuation de la famille A, nous notons T'y le groupe des ordres
Iy, de la valuation py, si py est obtenue comme valuation augmentée, pw = [pr 3 () = v,
ou le groupe des ordres T'a si la valuation p; est obtenue comme valuation augmentée limite,
i =[(1a) yen 3 (D) =)

Sty nest pas la derniére valuation de la famille A, il existe une valuation p,, telle que
(11, i) est un couple de valuations successives, et nous écrivons le polynéme-clé ¢, sous la
forme ¢y = " + ... + go, nous avons riy; € Iy, en particulier v, appartient o I', @z Q et nous
pouvons définir Uentier s; par r; = 78;.

Proposition 2.2. Il existe une famille croissante de corps (F’f)kel*’ avec Fy €gal au corps
résiduel k, de la valuation v de K, telle que pour tout couple (ug, ) de valuations successives
de A nous avons :

- 517y appartient a Iy, ®7 Q
Ay = Fy[Si],  avec S = H,, (p§¢zn) ;
- 81y, n‘appartient pas a I, ®z7 Q
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De plus si | appartient a I*, F} est un extension finie de Fy, de degré s;, et pour [ tel que la
valuation p; appartienne a une famille continue C = ('“a)aeA’ le corps F) est isomorphe a Ap.

En particulier tous les corps F; sont des extensions algébriques du corps résiduel k,, et si la
famille A est constituée d’un nombre fini de sous-familles simples, tous les corps F; sont des
extensions finies de Kky.

Preuve. La proposition est une généralisation du résultat de MacLane (cf. [McL 1] Theorem 12.1
et [Va 1] Théoreme 1.12) et se démontre par récurrence (cf. [Va 3]) .
]

Remarque 2.3. Nous avons montré de plus que si uy est la premiére valuation ,ugj) d’une sous-

famille simple SW | et si nous notons Fo(j) le corps tel que A, soit égal a Fo(j)[S], alors Fy, est

une extension algébrique finie de Féj) de degré si. En effet nous avons S = H,,, (p;chkT’“) et le
corps Fy, est égal a Ay, /(¢1) ot oy = Hy, (q¢1) avec ¢y = ¢ + ...+ go.

Proposition 2.4. (Proposition 2.3 de [Va 3|) Soit u une valuation de ’anneau des polyndémes
K{z], alors l’algébre graduée associée gr, K|x| est de la forme suivante :
i) si la valuation p n’est pas bien spécifiée

gr, Kz] = GO,

ott GO est une algébre graduée simple, ¢’est-a-dire telle que tout élément homogéne non nul
admette un inverse;
i1) si la valuation p est bien spécifiée

er, Kla] = GOIIT,

ott GO est une algébre graduée simple et T est Uimage H,(¢) du polynome ¢ définissant la
valuation (.

De plus un élément homogéne 1 de gruK[a:] est irréductible si et seulement si il existe f
polyndéme-clé pour la valuation p dans K(zr] et € élément homogene inversible de gr, K[z] tels
que €y soit égal a l'image H,(f) de f dans gr, K[z].

Rappelons le résultat suivant qui est énoncé sans démonstration dans [Va 3], Remarque 1.1.

Proposition 2.5. La valuation p de K|x] est bien spécifiée si et seulement si l'extension
(K(z),p)/(K,v) de corps valués vérifie l’égalité d’Abhyankar :

dim.alg. g K (v) = dim.alg.x, Kk, + rang.rat.T', /T, = 1.

Preuve. Rappelons que le corps résiduel x,, est égal au corps des fractions de la partie homogene
de degré 0, A, de I'algebre graduée gr, K|[z].

Dans le cas ou la valuation u est obtenue comme valuation augmentée, pu = [u, ; w(o) = 9],
lalgebre graduée gr,K[z] est de la forme GO[T] on l'algebre simple G est isomorphe &
Ialgebre quotient gr,, K[x|/(Hy, (¢)) et ou T' = H,,(¢).

Si~y n’appartient pas aI'y, ®7Q, la partie homogene de degré 0, A, est isomorphe a A, /(¢y),
c’est-a-dire au corps Fj,, nous en déduisons que le corps résiduel x,, de la valuation u est isomorphe
a Fj, par conséquent est une extension algébrique finie du corps résiduel k.
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Si v appartient a I'), ®7 Q, la partie homogene de degré 0, A, est isomorphe a A, /(;)[S],
avec S = H,(p'¢7) ou T est égal & [I', : T',], et le corps résiduel ,, de la valuation p est isomorphe
a F,(S), par conséquent est une extension transcendante de degré 1 du corps résiduel x,,.

Dans le cas ol la valuation p est obtenue comme valuation augmentée limite, u = [(ua) S
7], nous avons un résultat analogue.

Si vy n’appartient pas a I'y ®7 Q, la partie homogene A, est isomorphe & A4, le corps résiduel
ky de la valuation p est isomorphe au corps A et est donc une extension algébrique finie du
corps résiduel .

Siy appartient & I'y ®7Q, la partie homogene A, est isomorphe & A [S], avec S = H,,, (p/¢7)
ou 7 est égal & [I', : T's], et le corps résiduel £, de la valuation p est isomorphe & A (.S), par
conséquent est une extension transcendante de degré 1 du corps résiduel x,,.

Si la valuation p n’est pas bien spécifiée, chacune des valuations y; de la famille admise A
associée a la valuation p a un groupe des ordres I',, qui est une extension finie du groupe I',,
donc le groupe I';,, réunion des groupes I';,, a méme rang rationnel que le groupe I';,.

Le corps résiduel x,, est la réunion des corps Fj, extensions finies de &, donc une extension
algébrique du corps résiduel k,,. O

Remarque 2.6. Nous déduisons de la proposition précédente que les valuations bien spécifiées
que nous avons définies correspondent eractement aux valuations transcendantes, “valuation-
transcendental”, définies par F.-V. Kuhlmann au paragraphe 3.1. de [Ku 1].

Nous pouvons aussi déduire de ce qui précede le résultat suivant, qui répond a une question
posée par Nagata (cf. [Na]) et a été résolue par J. Ohm ([Oh]). Rappelons que nous disons qu’'une
extension de corps [/k est réglée s'il existe k C k; C [ avec [/k; extension transcendante pure
de degré 1 et ki /k extension algébrique finie.

Corollaire 2.7. (The ruled residue conjecture) Soit (K(z),n)/(K,v) une extension de corps
valués, alors le corps résiduel k,, est une extension algébrique ou réglée du corps résiduel k, .

Le rang rg(u) de la valuation p est compris entre rg(v) et rg(v) + 1, la valuation p a le méme
rang que la valuation v si v appartient au groupe I') ®z R, sinon la valeur v appartient a un
groupe totalement ordonné I' qui contient I',, comme sous groupe isolé et v vérifie v > § pour
tout § dans I',,.

Dans ce ce dernier cas la valuation p est essentiellement unique, c’est-a-dire que si nous nous
donnons un polynome ¢ qui est polynéme-clé pour une valuation p;, ou polynome-clé limite pour

une famille de valuation (ua)a cA la valuation bien spécifiée p définie par le polynome ¢ et la

valeur v est indépendante & équivalence prés de la valeur ~ choisie dans T \Ty.

De plus le polynéme ¢ qui définit une valuation p de rang rg(pn) = rg(v) + 1 est unique. En
effet si deux polynomes ¢ et 1 définissent la méme valuation p comme valuation augmentée ou
comme valuation augmentée limite avec la valeur 7, nous avons l'inégalité () — ¢) > 7.

Remarque 2.8. Si nous prenons v = +00 nous trouvons une pseudo-valuation de K|x| dont
le noyau est égal a l’idéal engendré par ¢. Il y a une bijection entre l’ensemble des valuations
u de Klx] de rang rg(p) = rg(v) + 1 et l’ensemble des pseudo-valuations de K[x] de noyau
non trivial, et l’étude des valuations de rang rg(p) = rg(v) + 1 définies par le polynéme ¢ est
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équivalente a I’étude des pseudo-valuations de noyau (¢), c’est-a-dire a ’étude des valuations de
Uextension L = K[x]/(¢) de K qui prolongent v.

Proposition 2.9. Soit 1 une valuation bien spécifiée de K [x] définie par le polynéme ¢, et soit
gr, Klz] = GONT) Ualgebre graduée associée avec T = H,(¢), alors si 1 est un autre polyndme
qui définit la valuation p1 nous avons S = H,(¢) qui est égal a T ou a T — h avec h € GO de
valuation p(h) = pu(¢) = pu(v).

Réciproquement tout générateur homogene S de l’algébre graduée ngK[x] sur l’algebre simple
GO est de la forme S = T — h avec h € GO de degré u(h) = u(¢) = u(¥), et il existe un
polynome 1 dans K[x] qui définit la valuation p avec Hy,(¢) = S.

Preuve. Si la valuation p est obtenue comme valuation augmentée p = [’ ; p(¢) = 7] c’est une
conséquence du résultat suivant :

deux valuations augmentées u; et ps d’'une méme valuation p définies respectivement par des
polynomes-clés ¢1 et ¢o et des valeurs v, et o sont égales si et seulement si v = 2 et si les
polynémes ¢ et ¢o ont méme degré et vérifient u(p; — ¢2) > 1 (Proposition 1.2. de [Va 2]).

Si la valuation p est obtenue comme valuation augmentée limite p = [(ua)a ca s M) =1l
c’est une conséquence du résultat analogue :

deux valuations augmentées limites p; et po d’'une méme famille admissible continue C =
(,ua)a cA définies respectivement par des polynomes-clés limites ¢ et ¢ et des valeurs v; et o
sont égales si et seulement si v = 2 et si les polynémes ¢1 et ¢o ont méme degré et vérifient
wa(pr — ¢2) > 71 (Proposition 1.4. de [Va 2]). O

Nous rappelons aussi le résultat suivant, qui est une conséquence de la proposition précédente,
mais qui peut se démontrer aussi directement a partir des propositions 1.2 et 1.4 de [Va 2].

Proposition 2.10. Soit p une valuation bien spécifiée de K|[x] définie par le polynéme ¢, et
soit ¢ un polynome unitaire de K[z] vérifiant deg = deg ¢ et u(y) = u(¢), alors le polynome
¥ définit la valuation p.

O

Dans la suite de ce paragraphe nous allons supposer que le corps K est algébriquement clos,
alors pour toute valuation v de K le corps résiduel k, est aussi algébriquement clos et le groupe
des valeurs I, est divisible. De plus dans le cas ou K est algébriquement clos, les éléments
irréductibles de I’anneau KJ[z]| sont les polynémes de degré 1, nous en déduisons que toute
valuation p de K[x] est définie entierement par les valeurs p(z — b), pour b € K, et que tout
polynéme f de degré plus grand que 2 ne peut pas étre un polynéme-clé ou un polynéme-clé
limite.

Nous rappelons que pour tout corps L, pour trouver la famille admise A associée & une
valuation p de L[z] le premier pas est de considérer I'ensemble A, = {u(z —b) | b € L}. Si cet
ensemble a un plus grand élément § nous choisissons un polynéme ¢ = x — a pour lequel cette
valeur est atteinte et la premiere valuation py de la famille est la valuation associée, c’est-a-dire
la valuation py = w4y Alors soit la valuation py est la valuation p cherchée, soit il existe un
polynéme-clé ¢ pour la valuation p; dans L[z] de degré strictement supérieur a 1.
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Si ’ensemble A, n’a pas de plus grand élément nous trouvons un sous-ensemble {d,; 0 € A}
cofinal dans A, indexé par un ensemble totalement ordonné A, sans plus grand élément, avec
do < 0g pour a < 3, et pour tout a € A nous choisissons un polynéme ¢, = = — a, vérifiant
1(pa) = dq. Alors la famille C de valuation définie par C = (w(amg&))a c4 €st une famille continue
de valuations de L[z]. Pour tout o < 3 dans A nous avons v(ag — aa) = 7a, en particulier la
famille (aq)aca vérifie

viar —ag) > viae —ap)
pour tous 7 > o > p dans A, et nous retrouvons la définition d’Ostrowski de famille pseudo-
convergente ([Os], [Ka]). De plus si cette famille admet un polynéme-clé limite celui-ci est de
degré strictement supérieur a 1.
Nous en déduisons le résultat suivant.

Proposition 2.11. Supposons que le corps K est algébriquement clos, alors une valuation p de
K|[z] est soit une valuation de la forme p = w, ), soit une une valuation associée a une famille
pseudo-convergente.

Preuve. Comme il ne peut pas exister de polynéme-clé ou polynoéme-clé limite de degré stric-
tement plus grand que 1, soit I'ensemble A, = {u(z —b) | b€ K} a un plus grand élément
d, la valuation p est bien spécifiée et est de la forme pu = w,g), soit 'ensemble A, n’a pas
de plus grand élément, la valuation p n’est pas bien spécifiée et elle est associée a la famille
pseudo-convergente (aq)acA-

O

En particulier si la valuation p n’est pas bien spécifiée, le corps résiduel x,, de la valuation p est
égal au corps résiduel k,, de la valuation v et le groupe des ordres I', est égal au groupe des ordres
I',, et nous en déduisons que l'extension de corps valués (K (x),u)/(K,v) est immédiate (cf.
[Ka]). Nous étudions dans I’Annexe A le lien entre les résultats de Kaplansky sur les extensions
immédiates et la présentation des extensions de valuations a partir des familles admissibles.

Dans le cas ou le corps K est algébriquement clos, pour décrire toutes les valuations de K|x]
prolongeant la valuation v de K, nous munissons K de la distance ultramétrique associée a v.
Pour tout a € K et tout 6 € I' nous définissons les boules fermée B et ouverte B° de centre a
et de rayon § respectivement par

B=B(a,0)={ce K /v(a—c)>6},

B°=B°a,0)={ce K /v(a—c) >4} .
Comme la distance définie par la valuation v est ultramétrique tout élément appartenant a une
boule ouverte ou fermée est son centre, plus précisément si b € B°(a,d), resp. b € B(a,0), alors
B°(a,0) = B°(b,9), resp. B(a,d) = B(b,0).
Proposition 2.12. Toute boule fermée B = B(a,d) définit une valuation bien spécifiée y de
Klz] par p = w(,s), qui ne dépend pas du centre a, et toute valuation bien spécifice p est de
cette forme.

A toute valuation 1 qui n'est pas bien spécifi€e, on peut associer une famille décroissante

(Ba = B(aq,0a))aca de boules fermées, ou A est un ensemble totalement ordonné sans plus
grand élément, dont l'intersection (), Ba est vide, telle que la valuation p est définie par

e —c) = Sup(v(c—aq); a€A) .
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Preuyve. La premiere partie concernant les valuations bien spécifiées p est une conséquence directe
de ce qui précede.

Pour une valuation qui n’est pas bien spécifiée p il reste a vérifier que 'intersection [, Ba
est vide. En effet la valuation p est définie par une famille continue C = (w(aa75a))a c4» €t par
hypothese pour tout ¢ € K il existe aw € A tel que p(x—c) < p(r—aq) = dq, Aot v(ag—c) < dq.

O

Remarque 2.13. Siu; et po sont deuzx valuations bien spécifiées de K |x| définies respectivement
Par fl1 = Wiq, 5,) €t 12 = W(ay 5,), NOUS avons pi1 < pig si et seulement si 61 < 9z et 6y < v(ai—as),
c’est-a-dire si et seulement si B(az,d2) C B(a,01).

Soit p une valuation bien spécifiée de Kz| de la forme pu = W(a,5), SANS SUpposer que le corps
K soit algébriquement clos. Si 0 n’appartient pas au groupe I',, le groupe des ordres I';, est égal
aly, @ 0Z et nous avons

rang.I', /Ty =rang.ratT, /T, =1 et Kk, =k, .

Si ¢ appartient au groupe I',, alors le groupe des ordres I', est égal a I', et le corps résiduel x,,
est une extension transcendante de k, engendré par I'image de b(z—a) ou b € K avec v(b) = —0,
d’ou :

r,=r, et dim.alg..,k,=1.
Dans tous les cas I'algebre graduée associée gr, K [x] associée a la valuation bien spécifiée p =
W(a,5) est isomorphe a GO [S], ou G est une algebre graduée simple isomorphe & gr K, et S
est I'image H,(z — a). Pour tout ¢’ € K nous avons

H,(x—d)= sip(z —ad)=plx—a) <via—d),
H,(x—d)= Hy(a—d) sipulx—d)=plx—a)=via-d),
H,(z—d)= H,,(a—a) sip(z—d)=v(a—d) < pulx—a),

d’ou la remarque suivante.

Remarque 2.14. Soit u une valuation bien spécifiée de K[x] de la forme p = W(a,5), alors le
polynoéme (z — b) a son image H,,(x —b) inversible dans l’algébre graduée gr, K si et seulement
siv(a—b) <6.

3. PASSAGE A LA CLOTURE ALGEBRIQUE

Dans cette partie nous nous donnons un corps valué (K, v), une cloture algébrique K de K
et une valuation 7 de K qui prolonge la valuation v, nous considérons une valuation u de K|z
qui prolonge la valuation v et nous allons étudier les prolongements i & K [z] de i qui sont aussi
des prolongements de la valuation .

Définition. Pour tout polynéme f de K|x] nous définissons [’étendue de f, que nous notons

eul), par )
eulf) = Sup( (r —a) ; a racine de f dans K) ,

ot [ est un prolongement de la valuation .

Proposition 3.1. L’étendue du polynome f est indépendante du prolongement [ choisi.
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Preuve. Soient ji1 et fiz deux prolongements de la valuation p de K[x] & K[xz], alors il existe o
dans Aut(K(x)/K(z)) ~ Aut(K/K) tel que p; = ug o o, en particulier pour tout a € K nous
avons
fir(z —a) = fz(z —o(a)) .

Comme le groupe Aut(K/K) agit transitivement sur les racines du polynome f nous en déduisons
que les ensembles {fi1(z — a) ; a racine de f dans K} et {fi2(z — a) ; a racine de f dans K}
sont égaux.

O

Proposition 3.2. La valuation i est bien spécifiée si et seulement st la valuation p est.

Preuve. Comme la valuation fi est une extension de la valuation g nous avons un morphisme
injectif canonique d’algebres graduées integres

p g, (K[z]) = gr;(Klz]) .

Nous supposons d’abord que la valuation p n’est pas bien spécifiée, alors I'algebre graduée
gr,(K[z]) est simple, et nous devons montrer que pour tout a € K, 'élément Hp(xr — a) est
inversible dans grﬁ(f( [7]). Soit a € K, et soit ¢ le polynome minimal de a sur K, nous écrivons
o(x) = H?Zl(x — a;), olt les a; sont les racines de ¢ dans K. L’image de H,(¢) par p est égale
au produit

d
1:[ x_az ’
(K

et comme H, () est inversible dans gr,(K[z]), chacun des facteurs Hy(x — a;) est inversible

dans gr;(K[z]).

Réciproquement nous supposons que la valuation p est bien spécifiée, alors ’algebre graduée
gr, (K[z]) est isomorphe & une algébre de polynomes GOIT], ot GO est une algebre simple et
T est I'image H,(¢) du polynome-clé ¢ qui définit la valuation p. )

Si la valuation i n’était pas bien spécifiée, I'image de T par p serait inversible dans grj (K[z])
et il existerait en particulier b € K tel p(T) = Hy(b). 1l existe un polynome a coefficients dans
K, dont b est une racine, c, X" 4+ 1 X" ' + ... + a1 X + cg, avec c; € Ketc # 0. En
particulier, si nous nous restreignons aux termes de valuation minimale, il existe k, k > 2, et
0<iy <ig<...<ip <n tels que

Hy(ci,b'*) + Hy(ci, (0%1) + ...+ Hy(ci b™) = 0
dans gr;(K[z]). Nous en déduirions la relation
Hy(ci, ) T™ + Hy(cip ) T™ ' + ...+ Hy(e; ) T™ = 0

dans gr,(K[z]) = GO)[T), ce qui est impossible car les H,(c;) sont dans G(©).
(W]

Proposition 3.3. Soit f un polynéme dans K|x]| alors son image H,(f) est inversible dans
gr, (K[x]) si et seulement si son image Hy(f) = p(H.(f)) est inversible dans gr,,(K|z]).
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Preuve. L’implication H,(f) inversible = Hpy(f) inversible est évidente.

Pour montrer I'implication réciproque, nous pouvons supposer que les valuations p et i sont
bien spécifides, et soit f € K[z] tel que Hy(f) est inversible. Alors il existe b € K tel que
Hy(f) = Hp(b), et comme dans la démonstration précédente nous pouvons trouver des entiers
k,k>2,et0<id <ipg<...<i <mn,etdes éléments ¢;,,...,c;, dans K non nuls tels que

Hpy(cipb™) + Hy(cip 0% 1) + ...+ Ha(cy b)) = 0
dans gr;(K[z]). Nous en déduisons que nous avons
(Hp(ei f*7 7 4 Hylen [0 7)) H(f) + Hy(ei) = 0,

et par conséquent H,(f) est inversible.

Théoréme 3.4. La valuation p est bien spécifiée si et seulement si [’ensemble

By ={eu(f) | f € K[z]}

admet un plus grand élément g,.
Dans ce cas un polynome ¢ définit la valuation p si et seulement si ¢ est un polynome unitaire
de K[z]| de degré minimal vérifiant €,(p) = €,.

Preuve. D’apres la proposition 3.2 la valuation p est bien spécifiée si et seulement si la valuation
[ Vest, c’est-a-dire si et seulement si Uensemble Ay = {ji(x —b) | b € K} admet un plus grand
élément Ay (cf. proposition 2.11).

Supposons que la valuation p est bien spécifiée et soit a € K tel que A\p = [z — a), alors
par définition pour tout polynéme f dans K[z] nous avons l'inégalité ¢,(f) < Az. Si ¢ est le
polynéme minimal de a dans K|z], plus généralement si ¢ est un polynéme dans K[z] qui admet
a comme racine, nous avons par définition fi(z — a) < ¢,(¢). Nous en déduisons que ’ensemble
E,, admet un plus grand élément g, égal a A\, et que la valeur g, est atteinte pour tout polynome
¢ de K[z] admettant a comme racine.

Réciproquement supposons que la valuation p n’est pas bien spécifiée, I’ensemble A; n’admet
pas de plus grand élément, en particulier pour tout polynéome f de K|[x] nous pouvons trouver
a € K tel que ji(x —a) > fi(z —b) pour toute racine b de f. Un polynéme g dans K [z] admettant
a comme racine vérifie alors €,,(g) > ¢,(f), par conséquent l'’ensemble F,, n’admet pas de plus
grand élément.

Soit ¢ un polynoéme de K|x] qui définit la valuation p alors nous avons un isomorphisme
gI“HK[:L'] = G (1] ,

ott GO est une algebre graduée simple et T est 'image H u(¢) du polynéme ¢ et nous écrivons

comme précédemment ¢(r) = H;jzl(:v — a;), ou les racines a; de ¢ dans K vérifient

eu(@) =p(r—a1) =... =z —ac) > i(x — aeq1) > ... > fi(z — aq) .
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Nous ne supposons pas que le polynome ¢ est séparable, par conséquent les racines ay, ..., aq de
¢ ne sont pas supposées distinctes. L’image p(T') de T' dans gr;(K[z]) est alors égale au produit

d
H Hy(x —a;) ,
i=1

et nous déduisons de la démonstration de la proposition 3.2 que p(T') n’est pas inversible. En
particulier un des facteurs Hy(z — ai) est non inversible, par conséquent nous avons 1’égalité
Az —a;) = Mg = Sup{fi(x —b) | be K}, d’oti ,(¢) = Az.

Réciproquement supposons que l'ensemble E,, = {e,(f) | f € K[z]} admet un plus grand
élément ,, et soit ¢ un polynéme unitaire de K[x] vérifiant €,(¢) = €,,. Nous écrivons encore ¢ =
Hle(a: —a;) et si Hy,(¢) était inversible dans gr,,(K[x]) nous déduirions comme précédemment
que chacun des facteurs Hy(z — a;) serait inversible dans gr;(K[x]), en particulier il existerait
a € K tel que fi(x — a;) < fi(x — a), ce qui contredit I'hypothese ,,(¢) = &,.

(]

Corollaire 3.5. Le polynome irréductible ¢ de K[x] définit la valuation p si et seulement si
une racine a de ¢ dans K définit une valuation i de K[z] qui prolonge p.

Plus précisément si nous écrivons ¢(z) = Hle(a: —aj), avec a = ay et ou les racines a; de ¢
dans K vérifient

(@) =p(r—a1) =... =[x —ac) > i(x — aeq1) > ... > fi(z — aq) -

la valuation [i est la valuation associée a la paire (a;,6) pour 1 <i < cetd =¢e,(h).

(]

Dans la suite nous appelons p I'exposant caractéristique du corps K, i.e. p =1 si K est de
caractéristique nulle et p est égal a la caractéristique de K sinon.

Soit @ un élément de K et soit ¢ son polynome irréductible sur K alors il existe un polynome
irréductible séparable sur K, ¢gep, €t un entier n > 0 tel que nous ayons l'égalité ¢(z) =
<Z>sep(:tpn). Le degré ds du polynome ¢gep, est par définition le degré de séparabilité de ’extension
(L/K), ot L est la sous-extension de K engendrée par a, L = K(a) ~ K|z]/(¢), et nous avons
d=|[L:K]=p'dsetds =[L: Kl|sp =[G : H], ot nous appelons respectivement G et H
les groupes de Galois Gal(K/K) et Gal(K/L). En particulier nous pouvons identifier H au

sous-groupe {0 € G / o(a) = a}. Si nous posons Rac(¢) = {ai,...,aq,} alors nous avons :
ds
¢(2) = duep(a”) = [ —ar)",
i=1

Comme précédemment nous considérons une valuation p de anneau des polynomes K|[z]
bien spécifiée, c’est a dire de la forme
p= w5 u(@) =1,

telle que le polynome-clé ou le polynoéme-clé limite ¢ est de degré d, d > 2, et nous posons
() = psep(zP") avec ¢psep séparable de degré ds.
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Il existe une racine a; du polynoéme ¢ dans K et une valuation i de 'anneau K[z] qui prolonge
la valuation p qui est de la forme i = w,, 5) pour une certaine valeur 4, et nous notons aj,
1 < j < ds, les racines de ¢ de telle fagcon que nous ayons

v(ar —aj) > v(a; —aj41) pour2<j<ds—1.

Pour toute valeur § dans I’ nous notons ¢(6) le plus petit entier 7, 1 < j < ds, tel que nous
ayons 7(a; — a;) > 6, en particulier si ¢(6) < ds nous avons

V(a1 — aes)) = 0 > vlar — ae@)41) -

La valuation w,, 5) vérifie alors wy, 5 = W6 pour 1 < j < ¢(d) et nous avons les égalités
suivantes :

W(ay,8)(T —aj) = pour 1 < j < ¢(6)

Way,5) (T — aj) = P(ay —a;) < § pour ¢(6) +1 < j < ds .

Lemme 3.6. Avec les notations précédentes supposons que la valuation w(q, 5y soit un prolon-
gement i de la valuation u o K[z], alors nous avons :

ds
o) = v = p" <C(5)5+ > vlar - aj)) < p'dd = degp d
j=c(8)+1
avec l'inégalité stricte p(¢) < degd § seulement dans le cas ou c(0) < ds, c’est-a-dire dans le
cas ot la valuation p admet plusieurs prolongements distincts a K|[z].

Proposition 3.7. Pour toute racine a du polynome-clé ¢ il existe au plus une valuation ji de
K[z] qui prolonge les valuations v et p qui soit de la forme ji = w(q,s)-

Preuve. Soit a = a1 une racine de ¢, nous choisissons les autres racines a; de fagon a avoir les

inégalités v(a1 — a;) > (a1 — aj41). Supposons que nous ayons deux valeurs § et ¢’ dans r

telles que les valuations wq, 5) et w(q, s solent des prolongements de la valuation y, et notons

respectivement c¢ et ¢’ les plus petits entiers tels que nous ayons 7(a; —a.) > § et v(ag —ay) > §'.
D’apres le lemme 3.6 nous avons ’égalité :

ds ds
p" (ccH— Z v(ay —aj)> = p" <c'5'+ Z v(ay — aj)> .
j=c+1 j=c+1
Si ¢ = ¢ nous en déduisons 'égalité § = ¢'.
Si ¢ > ¢ alors nous avons 0 > v(a; — ax) > ¢', et nous déduisons de ’égalité précédente que
nous avons

co + Z v(ay —aj) =,
avec § > 0’ et v(a1 — a;) > & pour tout j < ¢, ce qui est impossible.
o

Nous déduisons de ce qui précede que si les racines du polynéme ¢ sont treés proches pour la
distance définies par v sur K la valuation u, définie par le polynome ¢ admet un seul prolonge-
ment.
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Proposition 3.8. La valuation p admet un unique prolongement i a K[z] si et seulement si
nous avons pour tout couple de racines (a,b) de ¢ :

v(a—10b) > u(¢)/dege .

Preuve. Supposons que la valuation p admette un seul prolongement i = w(, s), alors nous avons
pour toute racine b I'inégalité v(a — b) > 6 avec 6 = u(¢)/ deg ¢.

Réciproquement supposons maintenant que nous ayons 'inégalité v(a —b) > u(¢)/ deg ¢ pour
tout couple (a,b) de racines, et soit ji le prolongement de x de la forme i = w(q 5). Nous notons
¢ le nombre de racines b vérifiant v(a — b) > 0 et d = p"ds = deg ¢, et nous déduisons alors du
lemme 3.6 la relation

o) = pn(m 3 v(a—b)) > s+ p"(ds — o) (u(@)/d) |
{b/v(a—b)<d}
d’ou le résultat.
O

Dans le cas particulier ou la valuation p est définie par un polynéme de degré un, nous avons
le résultat suivant.

Proposition 3.9. La valuation bien spécifiée de K [x] associée au polynome ¢p(x) = x —a et a
la valeur 0, c’est-a-dire la valuation p = [v ; p(¢) = 6], est la restriction a K[z] de la valuation
W(a,s) de K] associée a la boule fermée B(a,d).

Preuve. Posons = [v; pu(¢) = d] et w = w4 5)- Nous allons montrer I'égalité u(f) = w(f) pour
tout polynéme unitaire f de K[x]. Nous appelons ci,...,cq les racines de f, c’est-a-dire nous
écrivons f sous la forme [ = H;l:l(m — ¢j), et par définition de la valuation w = w, ) nous
avons :

d
w(f) = Zlnf(d,ﬂ(dj)) avec dj =a —¢;j .
j=1

Si nous ordonnons les racines de f de maniere a avoir
v(di)>...>v(dy) >6>0(dpyr1) > ... > 0(dg) ,
nous trouvons 1’égalité
w(f)=rd+v(drs1) +...+v(dg) .

Nous écrivons f sous la forme f = (z —a)?+...+a1(z — a) + ap, les coefficients a; sont reliés
aux racines de f par la relation

d—t
a=0-0" > J]d,

j1<...<jd,t =1
et nous déduisons de ce qui précede que pour tout ¢, 0 <t < d, nous avons 'inégalité :
d—t

v(ay) Zlnf(y< dei>,1 <j1 <. <Ja—t §d> :V( f[ dj) ,
=1

j=t+1
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avec I'égalité pour t = r :

(dyy1) + ...+ 0(dyg) ,

N
—~
S

3
N—
I
\N|
VS
S8
3
Jr
&
N——
I
N

d’ou I’égalité cherchée
p(f) = Inf(v(a;) +3d; 0<j<d)=v(a)+71d=w(f).
O

Nous retrouvons le résultat de la proposition 1.2 de [Va 2] dans le cas ou les polynémes-clés
sont de dimension un, plus précisément nous avons le résultat suivant.

Corollaire 3.10. Les valuations p1 = [v ; pi1(d1) = 7] et po = [v ; pa(d2) = 2], avec
¢1 =x — by et g3 = x — by, sont égales si et seulement si nous avons v(by — ba) > 1 = 2.

(]

Proposition 3.11. Soit i une valuation bien spécifiée de K[x] ayant le méme rang rationnel
que la valuation v de K, alors nous pouvons toujours choisir un polynome séparable pour le
polynome qui définit la valuation p.

Preuve. En effet si la valuation u est définie par le polyndéme-clé ou polynéme-clé limite ¢ et la
valeur 7, on peut toujours remplacer ¢ par un polynéme ¢’ de la forme ¢/ = ¢ + h ou h vérifie
degh < deg ¢ et p(h) > ~.
On peut supposer deg¢ > 1 et par hypothese on peut toujours trouver a € K tel que
wu(az) > =, alors si le polynéme ¢ n’est pas séparable il suffit de le remplacer par ¢’ = ¢ + az.
O

Si p est une valuation de K[z] qui possede un polynéme-clé ¢ le groupe des ordres I';, a le
méme rang rationnel que le groupe des ordres I',, c’est une conséquence du théoreme 6.7 de
[McL 1]. Nous pouvons aussi le déduire du fait que le groupe des ordres I, est égal au groupe
des ordres de la valuation p’ de I'extension finie L de K définie par le polynome ¢, L ~ K|[z]/(¢),
avec p/ prolongement de la valuation v associée a la pseudo-valuation i/ = [u ; i/'(¢) = +o0].

Corollaire 3.12. Soit A = (“i)iel la famille admissible associée a une valuation p de K|x],
alors toutes les valuations p; de la famille, a Uexception peut-étre de u, sont des valuations bien
spécifiées définies par des polynomes ¢; séparables.

(]

Dans la suite de ce paragraphe nous supposerons que le corps valué (K,v) est hensélien,
la valuation v admet donc un seul prolongement noté 7 au corps K, en particulier pour tout
automorphisme ¢ dans le groupe de Galois G = Gal(K/K) la valuation 7 o o est égale & la
valuation .

Théoréme 3.13. Soit p une valuation bien spécifiée de K|[x| définie par un polynome ¢ de degré
d, et soit a une racine de ¢ dans K. Alors il existe une valeur § dans I et des automorphismes
o1 = id,09,...,0%, avec 1 < k < d, dans le groupe de Galois G = Gal(K/K) tels que les
prolongements ﬂ(l) de la valuation pu o K[z] sont les valuations W(oy(a),5), Pour 1 <1 <k.
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Preyve. Si i est un prolongement de la valuation pu, alors tous les prolongements de p sont de
la forme ji o o pour ¢ appartenant au groupe de Galois Gal(K/K). Supposons que ji soit la
valuation w(,,s) pour une racine a de ¢, alors la valuation fi o o est la valuation w(y-1(4)4)- En
effet la valuation i = w(, ) est déterminée par I'égalité

(e —b) = Inf(3,0(a—1)) ,
ou b parcourt K.
Comme (K, v) est hensélien nous en déduisons que pour tout b nous avons

fioo(z—b) = Inf(6,7(a—0o(b))) = Inf(6,7(c " (a) = b)) .

Comme le groupe de Galois agit transitivement sur les racines du polynéme ¢ nous en
déduisons que pour toute racine a de ¢ il existe un prolongement i de la valuation u de la
forme w(q,5), et nous déduisons de la proposition 3.7 que la valeur ¢ est déterminée uniquement
par la valuation pu.

O

Les différents prolongements de la valuation p & K[x] correspondent aux différentes boules
fermées B(a, ) de K ou a parcourt 'ensemble Rac(¢) des racines distinctes de ¢, et deux boules
B(a, ) et B(d',0) sont disjointes si 7(a — a’) < 4 ou égales sinon.

Soit B une boule fermée de K, alors pour tout ¢ dans le groupe de Galois G' la boule ¢.B
est égale & B si pour tout a dans B 'image o(a) appartient a B et est disjointe de B sinon, en
fait il suffit qu’il existe un élément a de B tel que son image appartienne & B pour que o.B soit
égale a B. Nous pouvons définir Hg par

Hp := {0 €G /0.B=B}.
Il est facile de vérifier que les Hp sont des sous-groupes du groupe de Galois G qui vérifient
(1) Hg C Hp' pour B C B,
(2) H.p =T1.Hg. 7%

Il y a une bijection naturelle entre I’ensemble quotient G/Hp et I’ensemble {B(l)} des boules
fermées disjointes conjuguées a B par I'action du groupe de Galois G.

Si un élément b de K appartient & B, la boule B est la boule fermée B(b,§) et le sous-groupe
Hp s’identifie au sous-groupe H, 5) défini par

Hps = {0 €G [v(b—0o(b) >0d},

et comme précédemment nous avons H, 5y C H, 5y pour § > 5, et Heiwys) = T.H(b’(;).Tfl.

Rappelons que pour tout élément b de K nous définissons la constante de Krasner A (b) par
Ag(b) = Sup(@(b—1V); V' conjugué de b, b’ #b) .
Alors, pour § > A (b) le sous-groupe H, 5 est égal au groupe de Galois H = Gal(K/K (b)).
La bijection naturelle entre ’ensemble quotient G/H et I’ensemble Rac(1)) des racines du
polynéme irréductible ¢ = Itk (b) de b sur K induit une bijection entre Hg/H et ’ensemble

Racp(1)) des racines de 1 appartenant a la boule fermée B = B(b, d). En particulier 'ensemble
G/Hp est fini et il existe o1,...,0, dans G tels que l’ensemble {B(l)} des boules fermées
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conjuguées a B soit égal a {O'Z.B}, avec 01 = id et B(;) = B. En particulier les prolongements
iV de la valuation p & K[z] définis au théoréme 3.13 sont les valuations associées aux boules
B,

Nous définissons la distance m; i entre deux boules distinctes By et By par

muy = ﬂ(b — b/) pour be B(l) et b € B(l’) N

et ceci est indépendant des éléments b et b’ choisis car la distance associée & v est ultra-métrique,
et vérifie 9 r < 6.

Soit b appartenant & K, nous notons L I'extension K (b), 1) son polynome irréductible sur K,
Ysep le polynome irréductible séparable associé, et nous posons d = p"ds ou d = degy) = [L: K]
et ds = degsep = [L : Klsep = [G : H], avec H = Gal(K/L).

Proposition 3.14. Si b appartient a la boule B nous avons l'inclusion H C Hp et si nous
posons ¢ = [Hp : H| et k =[G : Hp], nous avons l’égalité

ds = kc .

De plus nous pouvons trouver 81,02,...,0, dans G avec 61 = id, tels que pour tout I, 1 <
I <k, Uensemble Racga (¢) des racines de ¢ appartenant a la boule BW st €gal a ’ensemble
{0105(b),1 < i < c}.

Preuve. C’est une conséquence de I'égalité Hp = H(y ) et du fait que la valuation voo est égale

a la valuation v pour tout ¢ dans G.
o

Corollaire 3.15. Soient ju une valuation bien spécifiée de K|[x], i un prolongement de ji o K [x]

associ€ a la boule fermée B de diametre §, b un élément de K appartenant a B de polynome
irréductible sur K et 1p = Irrg(b). Alors avec les notations précédentes nous avons

k
n(@) = p”6<5+2m,z> < (degv)d .
=2

(]

En particulier nous retrouvons que si la valuation u est définie par le polynéme ¢ nous avons
inégalité v = u(p) < (deg¢)d, avec égalité si et seulement si la valuation p admet un seul
prolongement & K|[x].

D’apres la proposition 2.12 nous pouvons associer a une valuation de la forme 1 = w, )
la boule fermée B = B(a,d) de K, et la valuation est entierement déterminée par B, et
nous déduisons du théoreme 3.13 nous pouvons associer a la valuation p de K[x] une famille
B(p) = (B(l))1 <1<y de boules fermées disjointes, de méme diametre J, chacune des boules B®

correspondant & la valuation ().

Proposition 3.16. Soit p une valuation bien spécifiée de K|x] et soit B(p) = (B(l))1<l<k la
famille de boules fermées de K associée. Alors un polynéme f de K[z] a son image H,(f) non
inversible dans gr,(K[z]) si et seulement si ’ensemble Rac(f) des racines de f est inclus dans

la réunion des boules fermées |, ;<) BY.
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Preuve. Soit ji un prolongement de p & K|[z] de la forme ji = W(q,5), d’apres la proposition 3.3 le
polynéme f a son image H,(f) non inversible dans gr,(K[z]) si et seulement si f a une racine b
tel que v(a — b) > §. Comme le groupe de Galois agit transitivement sur I’ensemble des racines
Rac(f) et sur Pensemble des boules B(y), nous en déduisons le résultat.

(]

Remarque 3.17. A toute valuation bien spécifiée p de K[z], nous pouvons associer l'entier k
défini comme le nombre de boules fermées distinctes BV conjuguées d la boule fermée B associée
a un prolongement fi de p o K[x].

Nous déduisons de ce qui précéde que tout polynome irréductible ¢ de K[x] ayant une racine
dans B est de degré divisible par k. En particulier si k ne divise pas le degré d’un polynome f
son image Hy,(f) est inversible dans gr,,(K[z]).

Nous voulons étudier les prolongements ji; des valuations p; appartenant a une famille admise
A= (,uz)Z ¢; de valuations de K[z]. Pour cela il nous faut d’abord étudier les prolongements &

K[z] de deux valuations dont I'une est valuation augmentée de I'autre.

Théoréme 3.18. Soit u une valuation bien spécifiée de K[x] obtenue comme valuation aug-
mentée = [, ; (@) = ] et soit fi, un prolongement de la valuation w, o K[z]. Alors il
existe un prolongement fi de la valuation p o K[x] qui est obtenu comme valuation augmentée
= p(e) =7l

Preuve. Comme la valuation u, admet une valuation augmentée elle est bien spécifiée, alors pour
tout prolongement [, il existe une racine a, du polynéme-clé ¢, définissant la valuation py, et
une valeur ¢, dans T telles que le prolongement i, soit la valuation W(ay,,)

Comme le polynome ¢ est un polynome-clé pour la valuation p, son image H, (¢) dans
I'anneau gradué gr,, K[z] n’est pas inversible. Par conséquent il existe au moins une racine a de
¢ dans K telle que Hy, (x —a) ne soit pas inversible dans I’anneau gradué grpbf( [x], d’out d’apres
la remarque 2.14 I'inégalité v(a — a,) > J,. Nous en déduisons que la valuation fi, peut s’écrire
Hy = W(a,5,)

Soit i le prolongement de la valuation p associé a la racine a du polynéme ¢, c’est-a-dire
qui est de la forme i = w(ys). Deux valuations de la forme p1 = w(,,) et p2 = w(a,s,) sont
comparables et vérifient p; < po si et seulement si §; < Jo. Par conséquent comme nous avons
Iinégalité u, < p nous avons les inégalités 6, < ¢ et [, < . Nous en déduisons le résultat
car les seuls polynomes-clés sur K[z] sont des polynomes de degré 1, et nous pouvons prendre
¢=1r—a.

O

Proposition 3.19. Soient [, = w5, €l L = was) les deuz valuations définies dans le
théoreme précédent, et supposons que les polynomes ¢, et ¢ ne sont pas p,-équivalents, alors
nous avons l’égalité :

17((1 — ab) =4
Preuve. Nous déduisons de la proposition 3.3 que pour toute valuation p de K[z] et tout pro-
longement i = w, ) de p & Klz], si un polynéme f de K[x] n’est pas u-inversible alors il existe
une racine b de f telle que v(a — b) > 6.
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Comme les polynémes ¢, et ¢ ne sont pas p,-équivalents, le polynéme ¢, est p-inversible, nous
en déduisons 'inégalité v(a — a,) < J, par conséquent nous avons fi(x — ay) = v(a — a,) < § =
i(x—a). Nous déduisons aussi du fait que ¢, est u-inversible, 1'égalité 6, = f,(z—a,) = p(z—ay),
d’ou le résultat.

(H]

Soit p une valuation bien spécifiée obtenue comme valuation augmentée de la valuation g
telle que les polynémes ¢, et ¢ ne sont pas u,-équivalents, nous appelons B(u,) = (Bb(l))1 <1<k, €t
B(p) = (B(l))l <1<y les familles de boules fermées de K associées respectivement aux valuations
Hy et fu.

Soit ﬂér) le prolongement de la valuation p, associé a la boule Bb(r) = B(aér)7 J,), alors pour

(T))

toute racine a du polynome ¢ vérifiant ﬂ(a(l) —a,’) = d, la boule fermée associée BW =
B(a®, 8) est incluse dans Bb(r) . Comme le groupe de Galois G = Gal(K/K) agit transitivement

sur les ensembles des racines {ay)} et {a(l)} respectivement des polyndémes ¢, et ¢ nous en
déduisons le résultat suivant.

Proposition 3.20. Chaque boule Bb(r) de B(u,) contient s boules BY appartenant a B(p), ot
s est un entier strictement positif indépendant de la boule Bb(r) choisie, et toute boule BY de

B(u) est contenue dans une boule Bb(r) de B(uy).
O

Nous pouvons représenter les boules dans K associées aux prolongements des valuations g
et u par le diagramme suivant :

Disposition des boules fermées des familles B(u,) et B(u) dans K

Dans le cas ou les polynomes ¢, et ¢ sont w,-équivalents nous obtenons un résultat identique.
En effet considérons deux valuations bien spécifiées p, et  de K[z] définies par le méme polynome
¢ et par des valeurs 7, et v différentes avec v, < . Soit a une racine de ¢ dans K et choisissons
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deux prolongements ji, et fi respectivement de p, et p a Klz], de la forme ji, = W(a,s,) €t
B = w(q,5)- Comme les valuations w(,s,) €t w(, 5) sont comparables et comme nous avons j, < p
nous en déduisons l'inégalité ¢, < ¢. Si nous appelons Z(u,) = (Ib(l) ; 1 <1< ky)etZ(p) =
(1 h.1<1< k) les partitions de I’ensemble des racines de ¢ associées respectivement aux

valuations p, et u, alors Z(u) est plus fine que Z(uy), et nous trouvons la méme disposition des
boules fermées associées aux valuations que précédemment.

Nous voulons étudier maintenant le cas d’une famille continue C = (,ua)a c 4 de valuations de

K|[z], pour tout a dans A nous notons B(ua) = (B&l ))1 <i<p,. la famille de boules fermées de K

associée a la valuation p, et By la réunion By = |J; << ke Bg ). Nous déduisons de la proposition
3.20 qu’il existe ag tel que pour tout S > o > o dans A nous avons kg = k, et chaque boule

BY de B(ptq) contient une unique boule Bg) de B(ug), et notons k¢ = kq pour o > . Nous

posons alors
BY= () BY et Be=()Ba= |J BY.

a€A,a>ap acA 1<i<ke

L’ensemble Bg) obtenu comme intersection d’une famille décroissante de boules fermées est une
boule fermée, éventuellement vide. Le groupe de Galois G = Gal(K/K) agit transitivement sur
les racines des polynoémes ¢, définissant les valuations ., par conséquent toutes les boules Bg )

sont isomorphes.

Proposition 3.21. Le polynéme ¢ appartient a i)(C) ={f e Klz] | pa(f) < ps(f),Va < p e
A} si et seulement si l'ensemble des racines Rac(¢) de ¢ est inclus dans Be.

Preuve. Si ¢ appartient a @(C), pour tout o dans A I'image de ¢ dans gr,, K[z] est non inversible
et nous déduisons le résultat de la proposition 3.16.
O

Soient p une valuation de K[x] et A = (,u,z)Z cl la famille admise de valuations associée, chaque
valuation y; de la famille A est bien spécifiée, définie par le polynéme-clé ¢;, et soit B; = B(u;)
la famille de boules fermées de K asspociée a u; par le théoreme 3.13.

Proposition 3.22. La famille (Bi)iel est décroissante, c’est-a-dire pour tout ¢ < j dans I

chaque boule Bi(r) de B; contient s boules B](-l) appartenant a Bj, ot s est un entier strictement
(r) )

i

positif indépendant de la boule B
B de B;.

choisie, et toute boule BJ(-l de Bj est contenue dans une boule

Preuve. C’est une conséquence des propositions 3.20 et 3.21.
o

Définition. Nous appelons ensemble caractéristique de la valuation p le sous-ensemble B =
B(u) de K obtenu comme lintersection des ensembles B; pour i dans I, ou chaque B; est la

)

réunion des boules fermées Bi(r appartenant & B(u;).
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Si la valuation p posséde un nombre fini s de prolongements (" & K [x], il existe ig € I tel
que les ensembles B(u;) pour i > ig ont tous le méme nombre s d’éléments, c¢’est-a-dire que pour

tout j > i > ip chaque boule fermée By) de B(u;) contient une unique boule fermée B de

B(1;). Pour tout r, nous appelons B(") la famille décroissante de boules fermées (Bi(r))pio, et

nous notons B(") Iintersection
_ (r)
B = (B".
i>io

Le groupe de Galois Gal(K/K) agit transitivement sur Pensemble des familles B("), donc ces
familles sont isomorphes et nous avons ’égalité :

B = () B,

1<r<s

et d’apres la proposition 2.12 chaque famille de boules fermées B(") définit un prolongement (")
de p & K|x]. La valuation p admet un nombre fini si 'ensemble {deg¢; | i € I} est borné ou
(¢i>i c; €st une famille de polynomes-clés correspondant & la famille admise A4 = (“Z)z eI associée
a la valuation p.

Si la valuation p possede un nombre infini de prolongements ﬂ(r) a K[z], c’est le cas si la
famille admise associée A est obtenue comme réunion infinie de familles admissibles simples
ou dans le cas ou si A est obtenue comme réunion finie de familles admises simples telle que
la derniére S&) est constituée d'une famille discrete DY) infinie, nous obtenons un ensemble
infini de familles de boules fermées B, correspondant chacune & un prolongement ("), dont
I'intersection est vide.

Théoreéme 3.23. Les valuations i) associées auzx familles B") sont les extensions o K|z] de
la valuation p.

Si Uensemble caractéristique B(p) de p est vide la valuation p n’est pas bien spécifiée, et
chaque valuation i) est définie par la suite pseudo-convergente associée ¢ la famille B(").

Si lensemble caractéristique B(u) de p est non vide la valuation p est bien spécifiée, et chaque
valuation i) est définie par la boule fermée non vide B(").

Corollaire 3.24. Soit p une valuation de K|x| et soit A = (Mi)z‘el une famille admise associée,
alors pour toute extension i de p o K[x], il existe une famille A; = (ﬁi)iel de valuations de

Klx] correspondant a une suite décroissante (Bi)z‘el de boules fermées de K telle que pour tout
1 € I la valuation fi; est une extension de la valuation p;.

Remarque 3.25. Soit (C,0) une singularité de courbe plane dans A% définie par un polynome
f € k[x,y] pour un choix judicieuzr des coordonnées x et y, nous considérons alors f comme
un élément P de K[z] ot K est le corps k(y) que nous munissons de la valuation y-adique v.
Alors U'étude de la singularité (C,0) est liée a l’étude des prolongements p de la valuation v au
corps L = Klz]/(P) et les valuations u; apparaissant dans la famille admise A associée a la
pseudo-valuation i de K[z] de noyau (P) définie par p sont en reliées aux paires de Puiseux de

la singularité (C,0) (cf. Exemple 3.2 de [Va 4]).



VALUATION AUGMENTEE ET PAIRE MINIMALE 27

11 est alors possible de voir une analogie entre la famille des boules (Bi)z‘el définie a la pro-
position 3.22 et l'action du groupe de Galois sur celle-ci, et la construction du carousel donnée
par Lé D.T. (voir par exemple [Le 1] ou [Le 2]).

Remarque 3.26. Soient v une valuation de K, y un prolongement de v a l’extension K(x) de
K et A= (“i)ig la famille de valuations de K(x) associée a p considérée comme valuation de
lanneau des polynomes K [x]. D’apres ce qui précéde la famille A peut étre définie en considérant
la famille des boules (Bi)iel de K, en particulier on peut en déduire que cette famille ne dépend
pas du générateur x de l'extension K(x) de K.

Nous retrouvons ainsi le résultat principal de [Va 6].

4. RESTRICTION D’UNE VALUATION DEFINIE SUR K|[z]

Dans cette partie nous nous donnons une valuation fi définie sur K[x] et nous voulons étudier
sa restriction p a 'anneau K[z]. Comme précédemment nous supposons que (K, v) est un corps
valué hensélien et la valuation ji de K[x] est un prolongement de I'unique extension v de v A la
cloture algébrique K de K.

Pour tout b appartenant & K nous définissons le degré de b sur K comme le degré de 'extension
algébrique qu’il engendre, c’est aussi la degré du polynéme irréductible Irrg (b) de b sur K :

degy (b) = deglrg (b) = [K(b) : K] .

Proposition 4.1. Soient i une valuation bien spécifiée de K|x] associée a une boule fermée
B, u la restriction de i a K[x] et ¢ un polynéme de K [x] définissant la valuation p. Alors pour
tout b € B nous avons l'inégalité :

deg (b) > deg¢ .

Preuve. Nous déduisons de la remarque 2.14 que si b appartient a B I'image de (z — b) est
non-inversible dans gr; K[z}, alors I'image du polynéme Irrk (b) est non inversible dans gr, K[z],
et par conséquent il vérifie 'inégalité deg Irri (b)) > deg ¢.

O

Pour tout sous-ensemble E de K nous définissons le degré de E sur k par
deg (E) := Inf(degg(b) /b€ E) .

Théoréme 4.2. Soient i une valuation bien spécifiée de K|x] et B la boule fermée de K
associée. Alors un polynome irréductible ¢ de K[x] définit la valuation u restriction de i a K|[z]
st et seulement si ¢ a une racine a appartenant ¢ B avec

degg(a) = degg(B) .

Preuve. Soit ¢ un polynéome qui définit la valuation pu, alors nous déduisons de la proposition
4.1 que tout b appartenant & B vérifie degy (b) > deg¢ et comme ¢ a une racine appartenant a
B nous trouvons deg ¢ = degy (B).

Réciproquement soit b appartenant & B avec deg (b) = degy(B), et soit 1 son polynome
irréductible sur K. Les polynomes ¢ et 1 ont méme degré d et si nous appelons respectivement
ds et d’ le nombre de racines distinctes de ¢ et 1) nous pouvons écrire d = p"dg et d = p™ d..
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Soit k le nombre de boules fermées B(!) conjuguées & B, alors d’apres la proposition 3.14 nous
avons les égalités ds = kc et d, = k¢’ ou ¢ et ¢ sont respectivement le nombre de racines de ¢ et
de 1) appartenant & une boule BY). Nous en déduisons I’égalité

ple = pVd = djk,

et d’apres le corollaire 3.15 nous trouvons u(¢) = u(v). Le théoreme est alors une conséquence
de la proposition 2.10. ]

Soit a appartenant & K, alors pour tout § dans I'; nous pouvons définir I'entier d,(§) par
do(6) = degg(B(a,0)) .
Nous avons ainsi une application croissante d, de I'; dans N majorée par d = degy (a). De plus la
valeur de d, sur {6’ € T';/§’ < 0} ne dépend pas de a mais uniquement de la boule B = B(a, §),

en effet si b appartient & B alors pour tout ¢’ < § nous avons encore B(a,d’) = B(b,d’).
Pour tout e € N, avec e < d nous définissons ’ensemble

Ru(e) = {8 €Ty /du(d) <e}.

Nous considérons une valuation bien spécifiée i de K|[x] associée a la boule fermée B, sa
restriction p & K[z] et a dans B tel que ¢ le polynome irréductible de a sur K définisse la
valuation p. D’apreés ce qui précede le degré d de ¢ est égal a degy (B), et soient d et «y tels que
nous ayons B = B(a,d) et u(¢p) = .

Supposons que l'ensemble R,(d—1) a un plus grand élément §; et soit d; = d,(d1), alors pour
tout ¢’ < 4 nous avons d,(8') < dy et pour tout & > d; nous avons d,(6') = d. Nous posons
B; = B(a, 1) et nous choisissons a; € By avec degg(a1) = dj.

Nous appelons ji1 la valuation de K[x] associée & la boule By, u1 sa restriction & K[z] qui est
définie par ¢; le polynéme irréductible de a; sur K.

Proposition 4.3. Le polynome ¢ est un polynéome-clé pour la valuation uy et la valuation p est
la valuation augmentée [p1 ; p(o) = 7).

Preuve. La valuation uq vérifie 1 < p et nous pouvons considérer ’ensemble

Ou(m) = {f € Ka] | m(f) < ulf)},

cet ensemble est non vide car ¢ vérifie pu1(¢) < (o). En effet si nous écrivons
ds
o=T[—b)"
i=1

avec by = a nous avons ji1(x — b;) < i(x — b;) pour tout i > 2 et iy (r —a) < iz — a).
Nous appelons d’ le degré minimal d’un polynéme appartenant & ®,,(1) et nous considérons
I’ensemble

D) = {6 € Klo] | () < () , deg) = d et 1 unitaire} .
Soit ¢ dans ®,(yu1), alors par construction nous avons d; < degv < d, et d’apres [Va 1],
théoreme 1.15, nous savons que v est un polynodme-clé pour la valuation pg et que la valuation
augmentée p' = [u1 ; p' (1) = 9], avec 7' = p(tp) vérifie py < p' < p.
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Nous déduisons du théoréme 3.18 qu’il existe un prolongement ji’ de la valuation p' & K|x]
vérifiant i1 < i’ < fi. Soit B’ la boule associée a ji’, nous avons alors B C B’ C By, en particulier
il existe ¢’ tel que B’ = B(a,d’) et comme la valuation p’ est différente de pq nous avons §' > 4.
Par conséquent nous avons deg 1) = deg ¢, le polynéme ¢ appartient a ’ensemble ®,,(111) et est
donc un polyndme-clé pour la valuation p.

O

Supposons maintenant que l’ensemble R,(d — 1) n’a pas de plus grand élément, il existe
alors 1 dans R,(d — 1) tel que pour tout ¢’ appartenant & R,(d — 1) avec ¢’ > §; nous ayons
d,(8") = du(01) = di, et comme précédemment nous posons By = B(a,d1) et nous choisissons
a1 € By avec degy(ar) = d;.

Nous choisissons un sous-ensemble {d, / a € A} de I'y, indexé par un ensemble totalement
ordonné A sans plus grand élément, avec 6, < d, pour a < o’ dans A, qui soit cofinal dans
Iensemble {§' € Ry(d—1) / & > 01}

Nous appelons i, la valuation de K[z] associée & la boule B, = B(a, 64) et jiq sa restriction
a K[z]. Pour tout a € A nous choisissons a, dans la boule B, = B(a,dy) avec degy(aq) = di,
et nous appelons ¢, le polynéme irréductible de a, sur K.

Proposition 4.4. La famille de valuations C = (“a)aeA est une famille continue de valuations
de K[x], le polynome ¢ est un polynome-clé limite pour cette famille et la valuation p est la
valuation augmentée limite [(“a)aeA s u(e) =]

Preuve. Tous les polynémes ¢, sont de méme degré et les valuations p, vérifient p, < po pour
a < o, nous en déduisons que la famille C = (ua)a c st une famille continue de valuations de
De facon analogue a la démonstration de la proposition 4.3 nous considérons ’ensemble

®(C) = {f € K[z] | alf) < per (f) pour tout a < o dans A} ,

qui est non vide car ¢ y appartient. Si nous appelons dc¢ le degré minimal d’un polynoéme dans
®(C), par construction nous avons d¢ = d = deg ¢, c’est-a-dire que ¢ appartient a I’ensemble

d(C) = {1 € B(C) , 7 unitaire et degep =dc} ,

et nous déduisons de la proposition 1.21 de [Va 1] que ¢ est un polynéme-clé limite pour la
famille C et que la valuation p est la valuation augmentée limite [(,ua)a €A (o) = ’y].
O

Remarque 4.5. Grace au corollaire 3.24 nous pouvons associer a toute valuation bien spécifiée
i de K(x] une famille de valuations Az = (ﬂi)iel vérifiant :
(1) la famille A = (Mi)iel est une famille associée a la valuation p de K[z], ot nous notons
respectivement p et p; la valuation de K[x| restriction de la valuation i et fi; ;
(2) pour tout i < j dans I nous avons [i; < [ij, ce qui est équivalent a B; C B;, ou nous

appelons B; la boule fermée de K associée a la valuation fi; de K[z)].

Nous avons construit cette famille & partir de la construction de la famille A associée a la
valuation pu, et la famille A = (“Z)z ¢ est construite en suivant un ordre croissant, c’est-a-dire



30 MICHEL VAQUIE

que pour déterminer la valuation p; nous avons besoin de connaitre les valuations y; pour j < 1,
plus précisément nous considérons les ensembles @, (1) = {f € Klz] | pui(f) < p(f)}-

Nous pouvons utiliser les résultats précédents pour construire la famille A; = (m)ie ;en
sutvant un ordre décroissant, c’est-a-dire en construisant la valuation p; a partir des valuations
[j pour j > 4.

Théoréme 4.6. Soit ji une valuation bien spécifiée de K|x|, alors il existe une famille Ay =
(ﬂi)iel de valuations de K[| vérifiant les propriétés (1) et (2) de la remarque 4.5 obtenue de
la fagon suivante.

D’aprés la propriété (2) les boules B; associées aux valuations fi; sont de la forme B; = B(a, 0;)
avec une famille (5Z~)i61 décroissante. Si mous connaissons la valuation [i; de la famille, les
valuations ji; pour j < i sont déterminées en considérant l’ensemble

Ri(fi;) = {0/ degg(B(a,d)) < degg(B(a,d;))} -

Si cet ensemble a un plus grand élément d;—1 nous construisons la valuation f;—1 comme la
valuation associée a la boule B(a,d;—1), et i — 1 est le prédécesseur de i dans I.

Si cet ensemble n’a pas de plus grand élément nous choisissons une famille (0o)aca cofinale
dans Ry (f1i) et nous définissons la famille (fi;, )i e1, ot la valuation fi;, est la valuation associée
a la boule B(a,dqy), et T4 = (ia)aca est la sous-famille de I sans plus grand élément cofinale
dans {j € I/j < i}.

Nous nous arrétons, c’est-a-dire nous trouvons la premiére valuation i1 de la famille quand
nous trouvons un ensemble Ry (fi;) tel que degy (B(a,d)) =1, ot 6 = §;—1 ou 6 = d,, avec les
notations précédentes.

Preuve. C’est une conséquence immédiate des propositions 4.3 et 4.4.
o

Soit ¢ un polynome irréductible de Klz|, alors comme le corps valué (K,v) est hensélien
I’application croissante d, de I'; dans N ne dépend pas de la racine a de ¢, en particulier nous
déduisons de ce qui précede que nous pouvons associer a ¢ de K[z] une section finissante Ay du
groupe des valeurs I'; définie par

Ay = Tp\Ro(d—1) = {6 €Ty | degg B(a,8) =dego } ,
ol a est une racine quelconque de ¢.
Définition. La section finissante Ay est appelée la section caractéristique du polynéme ¢.

En particulier dans le cas ou le polynome ¢ est de degré un, sa section caractéristique est
égale au groupe des valeurs I'; tout entier.

Pour tout polynoéme irréductible nous pouvons trouver des valuations p de K[x] qui sont bien
spécifiées et définies par le polynéme ¢. Toutes ce valuations peuvent étre obtenues de la maniere
suivante.

Nous considérons une valuation p prolongement de la valuation v au corps L extension de K
associée au polynome ¢, plus précisément nous choisissons une racine § de ¢ dans K et L est la
sous-extension K (6). Alors la valuation p de L correspond & une pseudo-valuation ji de K[x] de
noyau l'idéal (¢), et nous considérons la famille admise A(f) = (“l)z o associée a fi.
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L’ensemble I admet un plus grand élément ¢ et p; est la pseudo-valuation ji, elle est obtenue
comme valuation augmentée ou comme valuation augmentée limite u; = [, ; pz(¢) = +00].
Pour toute valeur 7 suffisamment grande, c’est a-dire pour v > p,(4) si pz est une valuation
augmentée de la valuation p, et pour v > puo(¢) pour tout @ € A si y; est une valuation
augmentée limite d’'une famille continue p, = (ua)a c4» hous pouvons définir une valuation p
de K[z] en posant pu = [u, ; u(¢) = v]. Toutes ces valuations p de K[z] ont une famille admise
associée A(u) qui coincide avec la famille A(f1) jusqu’a la valuation ou la famille continue g, .

Dans le cas ou le corps valué (K,v) est hensélien, il existe un unique prolongement p de la
valuation v a extension L, par conséquent il existe une valuation ou une famille continue g,
qui ne dépend que du polynéme ¢ telle que toute valuation bien spécifiée u définie par ¢ est de
la forme p = [, ; u(¢) =], pour v suffisamment grand. Nous avons un analogue de ce résultat
au niveau des valuations de K|[x].

Proposition 4.7. Soit ¢ un polynéme irréductible de K|x] et soit a une racine de ¢. Alors
la valuation bien spécifiée p = ps de Klx|, obtenue comme restriction de la valuation wp de
K|x] associée a la boule fermée B = B(a,§), est définie par le polynéme ¢ si et seulement si &
appartient a la section caractéristique Ay du polynome ¢.

Preuve. C’est une conséquence de la définition de Ay et du théoréme 4.2.
O

Dans le cas ou les valuations p bien spécifiées de K [z] définies par le polynome ¢ sont obtenues
comme valuations augmentées, la section caractéristique Ay du polynome ¢ est de la forme

A¢Z{5EF,}|5>5b}.

5. VALUATIONS APPROCHEES

Nous pouvons affaiblir la définition de famille admissible et définir une famille pre-admissible
de valuations de K[z] (cf. [Va 5], Remarque 2.4.), pour cela nous rappelons que dans la définition
d’une famille discrete de valuations, D = (ul)l el apparaissant dans une famille admissible A
nous demandons 'inégalité stricte deg ¢; > deg ¢;_1 pour la famille de polynémes-clés associée a
D. Si nous demandons seulement que les familles D soient des familles de valuations augmentées
itérées, nous obtenons les définitions suivantes.

Définition. Une famille pré-admissible simple S pour la valuation v de K est une famille de
valuations (“i)iel de K[x| constituée d’une partie discrete D et d’une partie continue C,

- la partie discréte D = (,ul) est une famille non vide de valuations augmentées itérées

leL
de Klz| telle que la famille de polynémes-clés (gbl)leL associée vérifie l'inégalité large deg ¢y >
deg ¢1—1.

- la partie continue C = (fia) e 4 €5t une famille admissible continue éventuellement vide ; si
elle est mon vide la famille D est finie, le degré d des polynémes-clé ¢, est égal au degré du
dernier polynoéme-clé ¢, de la famille (qﬁl)leL associée a D, et pour tout a dans A, la valuation

Lo €St la valuation augmentée o = [ty ; pa(da) = Yal-
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Définition. Une famille pré-admissible A pour la valuation v de K est une famille de valuations
(,ul-)z. ey de K [x], obtenue comme réunion de familles pré-admissibles simples

A = Ug(j) — U(D(j);C(j))

Jje€J Jj€J
ot J est un ensemble dénombrable, J = {1,...,N} ou J = N*, et nous définissons J* par
J*={1,...,N — 1} si J est fini et par J* = J = N* sinon, vérifiant les mémes conditions que

celles apparaissant dans la définition d’une famille admissible.

SiA= ('“Z)z ¢ est une famille pré-admissible de valuations de K [x], il existe un sous-ensemble
1° de I tel que la sous-famille A° = (/“)z cro de A est une famille admissible. Pour passer d’une
famille pré-admissible a une famille admissible nous utilisons le résultat suivant.

Lemme 5.1. ([McL 1] Lemma 6.3.) Si s et ps sont deux valuations définies comme valuations

augmentées jiz = [p1 ; p2(p2) = Ye] et us = [p2 ; ps(ds) = v3] avec deg gy = deg s alors ¢3
est un polynome-clé pour la valuation py, v3 > vo et us = [pu1 ; wus(Ps) = v3).

O
Si la famille admissible A° est la famille admise associée a une valuation ou une pseudo-
valuation p de K[x], nous disons aussi que la famille pré-admissible A est associée & p ou
converge vers [i.
Nous rappelons la construction de la famille admise A = (M)Z I associée a la valuation p, si
la valuation py n’est pas égale a la valuation u, I’ensemble

Su(u) = {f € K] | mi(f) < ul(f)}
est non vide et pour déterminer les valuations y; pour ! > k nous devons considérer les ensembles
suivants

D, (1) = {¢ € Klz] | pi(9) < p(¢) , deg¢ = dj, et ¢ unitaire} ,
ou dj, est le degré minimal des polynémes appartenant a @H(,uk), et

Ap(pr) = {u(9) | ¢ € Ppulur)} -

Si I'ensemble A, (1) n’a pas de plus grand élément 7, alors il est nécessaire de construire une
sous-famille continue C = (,ua)a cA de la famille admise A, et les polynémes-clés ¢, définissant
les valuations de la famille C appartiennent & @, () et donc ont tous le méme degré.

Si I'ensemble A, (p1) a un plus grand élément 7 alors on choisit un polynéme ¢y dans
O, () vérifiant p(dr41) = i pour définir la nouvelle valuation py41 de la famille comme étant
la valuation augmentée g1 = [pk ; pk+1(Pk+1) = Ye41], en posant yep1 = p(Pr+1) = k- Les
valuations py et piy1 appartiennent a une sous-famille discrete D de la famille admise A et si
la valuation pp41 est différente de la valuation p nous avons I'inégalité stricte deg ¢p+1 < deg ¢y
pour toute valuation y; de la famille A avec | > k + 1.

Mais dans le cas ou I’ensemble A, (y;) a un plus grand élément 7 si on s’autorise a choisir
un polynéme ¢p41 dans ®,(ux) avec pu(¢rr1) < Y, pour définir la nouvelle valuation py1, la
famille de valuations augmentées itérées que nous construisons ne vérifie plus la condition de
croissance stricte des degrés des polynomes-clés, et nous pouvons seulement obtenir une famille
pré-admissible associée a .
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De maniere analogue si C = (,ua) est une sous-famille continue de A telle que I’ensemble

B(C) = {f € Kla] | malf) < pa(f) Yo < B € A}
est non vide nous devons considérer les ensembles
d(C) = {peK[z]| ¢ ®C), degp = dc et ¢ unitaire}
ou d¢ est le degré minimal des polynomes appartenant a @(C), et

AC) = {u() [ ¢ € 2(C)} .

Et de méme si ’ensemble A(C) a un plus grand élément 4¢ alors on choisit un polynéme ¢;
dans ®(C) vérifiant u(¢;) = ¢ pour définir la nouvelle valuation g de la famille comme étant
la valuation augmentée limite 4 = [(ta) ; () = v, en posant v = p(¢) = Ae. Mais si
on s’autorise a choisir un polynoéme ¢; dans ®(C) avec u(¢;) < 9¢, nous obtenons une famille
pré-admissible.

Soit p une valuation ou une pseudo-valuation de K[z] et soit A = (“Z)z ¢y une famille admis-
sible, ou pré-admissible, associée a u. La plus grande sous-famille admissible, ou pré-admissible,
ouverte contenue dans A est appelée la sous-famille ouverte maximale de A, elle est égale a A
si la valuation p n’est pas bien spécifiée et est égale a la famille A privée de la valuation u si la

famille A est complete, c’est-a-dire si la valuation u est bien spécifiée.

Définition. Soit i une valuation ou une pseudo-valuation de K[z]. Une valuation p’ est appelée
une valuation approchée de p si ' appartient o une famille pré-admissible A associée a pu.
Nous notons Appr(u) Uensemble des valuations approchées de .

En particulier toute valuation approchée p' appartient & une famille pré-admissible et par
conséquent est bien spécifiée. La valuation p est ainsi une valuation approchée d’elle-méme si
set seulement si elle est bien spécifié. Nous pouvons alors poser la définition suivante.

Définition. Soit p une valuation ou une pseudo-valuation de K[x]. Un polynome ¢' est appelé
un polynome approché ou une racine approchée de la valuation p si ¢' définit une valuation
approchée ' de .

Dans le cas ou la valuation p est bien spécifiée et définie par un polynome ¢, nous disons
aussi que ¢ est un polynéme approché ou une racine approchée deu polynome ¢.

Remarque 5.2. Soit ¢ un polynome irréductible a coefficients dans un corps valué (K,v), alors

il existe un nombre fini de valuations p de l'anneau K|x] qui soient définies par le polynome ¢,

elles correspondent auz valuations de l’extension algébrique L de K définie par le polynome ¢.
Pour chacune de ces valuations p il existe une notion de racine approchée du polynome ¢.

Soit u une valuation ou une pseudo-valuation bien spécifiée de K|x| et soit ¢ un polynéme
qui définit p, tel que p soit de la forme p = [, ; u(p) = 7], ot w, est soit une valuation soit

une famille continue de valuations, et v appartient a I' U {4+00}. Nous pouvons alors définir une
section finissante ©(u) de T'U {+oc} de la fagon suivante :

O(n) = {0 €T U{+oo} | 0> p'(¢) V' € Appr(u) } .
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Alors nous avons v € ©(u) et pour tout § € O(u) nous pouvons définir la valuation, ou pseudo-
valuation g par pg = [1, 5 po(d) = AJ.

Remarque 5.3. Dans le cas ou le corps valué (K,v) est hensélien la section finissante O(u)
ne dépend que du polynéome ¢, et nous la notons O4. En effet il suffit de considérer la pseudo-
valuation py, de K[x] de noyau (¢) associée a l'unique prolongement de v a l'extension finie
L = K(z]/(¢), et nous avons Og = O(ur).

Grace au corollaire 3.15 nous pouvons trouver une relation entre la section finissante Oy et
la section caractéristique Ay, mais il n’existe pas de formule simple reliant ces deux sections
finissantes.

Nous pouvons définir une relation d’ordre notée < sur les valuations de K[z] en posant
i < p siet seulement si p' est une valuation approchée de p .

Cette relation a été introduite dans [Va 2|, avec la terminologie p' est induite par p et nous
avons comparé la relation d’ordre < avec la relation d’ordre < définie par

' < p o siet seulement si p/(f) < u(f) pour tout polynome f € Klz] .

Remarque 5.4. Soit i/ une valuation de K|x), s’il existe une valuation ou une pseudo-valuation
w différente de p' telle que nous ayons p' < p ou ' < p, la valuation ' est bien spécifiée.

Nous rappelons que si p; et p sont deux valuations distinctes de K x| vérifiant p; < p alors
tout polynéome ¢ appartenant a ®,(1u;) est un polynéme-clé pour la valuation s;, de plus un
polynéme f appartient a ®,(u;) si et seulement si f est p;-divisible par ¢.

Lemme 5.5. Soient u;, p' et p trois valuations distinctes de K|x] vérifiant p; < p' < p, alors
nous avons l’égalité :

Dy (pi) = Pp(pi) -

Preuve. Nous déduisons de I'inégalité /' < u Iinclusion Cim/(,ui) C éu(,ui). Soient ¢ € @, (p;)
et ¢ € ®,(p;), comme ¢ appartient a éu(,ui) il est p;-divisible par ¢, et comme ¢ et ¢’ sont
des polynomes-clés pour p; nous en déduisons qu'ils sont p-équivalents, d’ou ¢/ € @, (;) et
¢ € @,y (ni). L'égalité cherchée est alors une conséquence de 'égalité @,/ (11;) = @, (1;)-

O

Proposition 5.6. (c.f. [Va 2] Proposition 2.18) Soient u et p' deur valuations de K|x] et
supposons que |’ est bien spécifiée, définie par le polynome ¢ ; alors nous avons l’équivalence
sutvante :

< = @ <poet f(¢) = pd).

Preuve. L’implication ¢/ < p = p' < p et p/(¢) = p(¢’) est une conséquence immédiate de la
construction d’une famille pré-admissible associée a la valution u.

Supposons maintenant que p et u’ sont deux valuations vérifiant p' < p. Alors la valuation
i’ est bien spécifiée, toute famille pré-admissible A’ associé & la valuation y’ est de la forme
A = (“Z)z o1 avec I ensemble totalement ordonné ayant un plus grand élément 7 et p' = p;.
Nous déduisons de la proposition 2.18 de [Va 2] qu'il existe une famille pré-admissible A associée
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a la valuation p qui contient la famille A’* obtenue en enlevant i de la famille A’, c’est-a-dire
A = (“i)z‘el* avec I* =T\ {t}.

Supposons que I’ensemble I* a un plus grand élément * et que la valuation p’ est la valuation
augmentée p’ = [, ; p'(¢') = +]. Alors nous avons = < p' < p, les ensembles @, (p,+) et
i)u(,uﬁ) sont égaux, en particulier le polynéme ¢’ appartient & ®,/(u;) = ®,(1;) et comme par
hypothese 7/ est égal & u(¢’) la valuation augmentée p' = [p,« ; p'(¢') = 4] appartient & une
famille pré-admissible associée a la valuation pu.

Dans le cas ou I'ensemble I* n’a pas de plus grand élément, la valuation p’ est une valuation
augmentée limite p' = [(,ua)a cas (@) =7 |, et de maniere analogue, comme 7' = u(¢') nous
en déduisons que ' appartient & une famille pré-admissible associée a .

o

Nous voulons décrire la notion de valuation approchée en regardant les prolongements des
valuations de K[z] & K|[x]. Nous rappelons d’abord que si p est une valuation bien spécifiée de
K|z], nous pouvons lui associer un polynéme ¢, qui n’est pas unique, et § € I’ de la maniere
suivante.

Si 1 est un prolongement de la valuation p & K[z], alors nous pouvons lui associer une boule
fermé B de K telle que i = wp, et la boule B est de la forme B = B(b,§) avec b une racine de
¢ et b vérifie degy (b) = degy (B). Et I'élément ¢ ne dépend pas du prolongement fi choisi, mais
uniquement de la valuation p.

Définition. Soit (K,v) un corps valué hensélien, et soient ¢ et ¢' deux polynomes irréductibles
de K|xz], alors nous définissons la v-distance de ¢ & ¢' par

dist, (¢,¢") = Sup(v(b—"V) | b € Rac(¢) et b' € Rac(¢')) ,

ot U est le prolongement de v a K et ot Rac(¢) et Rac(¢') sont les ensembles des racines
respectivement des polynomes ¢ et ¢'.

Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant.

Proposition 5.7. Soient pu et ' deux valuations bien spécifiées distinctes de K|z], définies
respectivement par les polynomes ¢ et ¢’ et associées respectivement aux valeurs 6 et &' dans T.
Alors nous avons ’équivalence suivante :

W<y <= dist,(¢,¢) = 0 < 6.

Preuve. Nous choisissons b € Rac(¢) et /' € Rac(¢') vérifiant v(b — ') = dist, (¢, ¢'), et nous
considérons les prolongements ji et ji’ des valuations respectives p et p’ associés aux boules
fermées B = B(b,d) et B' = B(V/, '), c’est-a-dire i = wp et i/ = wpr.

Nous supposons d’abord que nous avons dist, (¢, ¢') = §’ < §, de 'hypothese v(b—b") = ¢’ <
nous déduisons I'inclusion B C B’, d’ou I'inégalité i < i1/, et par conséquent p < p'. Il nous reste
& monter que nous avons /'(¢") = u(¢’), et pour cela nous allons montrer que pour toute racine
¢ de ¢’ nous avons 1'égalité wp(x — ') = wp/(z — ¢’). Remarquons d’abord que ¢ n’appartient
pas & B car nous avons (b — ') < dist, ¢, ¢') < d, dott wp(x — ') = v(b— ).

Si ¢ n’appartient pas a B’ alors nous avons wg/(x—c) = v(b' =) = v(b—¢) car B’ = B(b,¢'),
et si ¢ appartient & B’ nous avons wp/(z — ) = 0" et (b — ) > ¢, car B = B(b,d'), et
v(b— ) < =dist, (o, ¢').



36 MICHEL VAQUIE

Nous supposons maintenant que y’ est une valuation approchée de la valuation p. Alors si
nous choisissons le prolongement i = wp de la valuation u, d’apres le théoréeme 3.18 nous savons
qu’il existe un prolongement i’ de la valuation p’ qui vérifie i’ < fi, et en particulier la boule
B’ associée a la valuation i’ contient la racine b’ de ¢’ telle que (b — V') = dist, (¢, ¢’) et nous
avons les inégalités &' < v(b—1b') < 4.

Par hypothese nous avons u(¢') = p/(¢'), par conséquent comme i’ < i pour toute racine ¢/
de ¢’ nous devons avoir 1’égalité i’ (x — ) = fi(x — '), en particulier ¢’ = @/ (x —b') = p(z—V') =
v(b—b') = dist, (¢, ¢').

O

Corollaire 5.8. Soit p une valuation bien spécifiée de K[z| définie par le polynéme ¢ et soit
¢ un polynome unitaire irréductible de K |x] vérifiant deg ¢’ < deg ¢. Alors ¢’ est un polynome
approché de la valuation p si et seulement si dist, (¢, ¢') appartient a la section finissante Ay .

Preuve. De I'inégalité deg ¢’ < deg ¢ et comme la valuation p est définie par le polynéme ¢ nous
déduisons que nous avons dist, (¢, ¢') < 4.

Alors le polynome ¢’ est un polynéme approché si et seulement si il existe une valuation
bien spécifiée 1/ définie par ¢ et la valeur &' = dist, (¢, @), et le résultat est une conséquence
immédiate de la proposition 4.7.

o

Pour tout polynoéme f de K[z] et pour tout entier b > 0, nous définissons la b-iéme dérivée
formelle de f par

et nous définissons £,(f) par
Eulf) = Sup (’W L 1<b< degf>

Nous rappelons que nous avons défini I’étendue €,(f) d’un polynéome f de K|x] par
eu(f) = Sup (f(z — a) ; aracine de f dans K)

ol [i est une extension de la valuation p & I'anneau K|[z], et nous avons montré que e, (f) est
indépendant de cette extension.

Proposition 5.9. ([No 1] ) Pour tout polynéme f nous avons l’égalité
en(f) = éulf) -
Preuve. Nous pouvons supposer que le polynéme f est unitaire de degré d > 1, et nous écrivons
flx) = Hle(x —a;) , ou les racines a; de f dans K vérifient
plr—ay) > plzr—ag) >...> a(r —ag—1) > ple —aq) .
Pour tout entier b, 0 < b < degf, nous avons 1’égalité

fx) = > Jl@-a),

IC{1,..,d} i¢l
§1=b
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dont nous déduisons :

= unf)=-n () ==p| S [e-art] .

1c{1,....d} i€l
#r=>b

d’ou I'inégalité :

— 1
'u(f)bu(abf) < gSup (Zﬂ(x—ai);f Cc{l,...,d} and §I = b> < ou(f) -
el
Soit ¢ le nombre de racines a de f dans K telles que nous ayons I'égalité 6;(f) = fi(z — a),
c’est-a-dire nous avons

oa(f) =z —a1) = ... = [z — ac) > iz — acy1) = ... = ji(z — aq) -
Comme i (H(az - ai)_1> <[ (ﬁ(:p - ai)_1> pour tout sous-ensemble I avec I = c et
I#A{1,...,c}, z‘rfcl)us avons pour b = ic:ll’égalité :
) = im0ef) = 1Sup (Zﬂ(m—ai);IC {1,...,d} and ﬂIzc) = 0a(f) -
¢ ¢ icl

Théoréme 5.10. Soit ¢' un polynome vérifiant deg ¢’ < deg ¢, alors nous avons ’égalité
disty (¢, ¢") = eu(¢')
pour toute valuation bien spécifiée p de K|x] définie par le polynéme ¢.
Preuve. Nous remarquons d’abord que nous avons 1’égalité
dist, (¢, ¢') = Sup(D(b b)) |V e Rac(¢')) ,

oll b est une racine quelconque du polynéme ¢. En effet le groupe de Galois G = Gal(K/K) agit
transitivement sur les racines de ¢ et ¢’ et pour tout o € G nous avons oo = .

Toute extension ji de la valuation p & K[z] est une valuation de la forme ji = wp ou B est
une boule fermée B(b,d) telle que b est une racine du polynome ¢ définissant u et telle que
degy (B(b,d) = deg ¢. En particulier comme nous avons supposé deg ¢’ < deg ¢, la boule B ne
contient aucune racine de ¢, par conséquent pour tout ¥’ € Rac(¢') nous avons f(xz — b') =
v(b—1b"), dou le résultat.

O

Rappelons la définition de polynéme-clé abstrait donnée par M. Spivakovsky :

Définition. Soit ¢ un polynéme unitaire de K [x], alors ¢ est polyndéme approché abstrait pour
la valuation p si pour tout polynome f satisfaisant

eulf) = eul9)
nous avons deg(f) > deg(¢).
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Nous retrouvons alors le résultat de Decaup, Mahboub et Spivakovsky ([D-M-S]).

Corollaire 5.11. Soit u une valuation bien spécifiée de K|x| définie par un polyndme ¢, et soit
¢ un polynome unitaire de K|[z] vérifiant deg ¢’ < deg @, alors ¢’ est un polynéme approché de
la valuation p si et seulement ¢ est un polynéme-clé abstrait pour la valuation .

Preuve. D’apres le corollaire 5.8, le polynome ¢’ est un polynéme approché de la valuation p si
et seulement si dist, (¢, ¢’) appartient & la section caractéristique Ay,
(W]

Nous gardons la terminologie polynéme-clé telle qu’elle a été introduite par S. MacLane
dans ces deux articles [McL 1] et [McL 2] de 1936, et pour les polynémes vérifiant la propriété
précédente nous préférons utiliser la terminologie polyndéme approché par analogie avec la notion
de racine approchée introduite par Abhyankar et Moh [A-M], de plus le corollaire 5.8 justifie
cette terminologie car les polynémes approchés sont des polyndomes suffisamment proches du
polynéme ¢ dans le sens donné par la distance dist,,.

ANNEXE A. SUITES PSEUDO-CONVERGENTES ET EXTENSION IMMEDIATE

Dans cette partie nous allons montrer comment il est possible d’interpréter les résultats de
Kaplansky sur les familles pseudo-convergentes et les extensions immédiates ([Kal]) & partir des
notions de familles admissibles continues et de valuations augmentées limites.

Soit C = (,ua)a c4 une famille continue de valuations, nous notons respectivement (gba)a cq €t
(ya)a cA les familles de polynomes-clés et de valeurs dans I' associées. Nous pouvons supposer
que I'ensemble A a un plus petit élément ¥y, nous notons p la valuation py, et toute valuation
Lo pour a > g est la valuation augmentée 1o = (1 ; pia(da) = Yal, et nous notons d le degré
des polynomes ¢,. Rappelons le résultat suivant qui décrit le comportement des valeurs g, (f)
pour un polynoéme f de K[z] quand « parcourt 'ensemble A, et qui est une conséquence directe
du théoreme 1.19 de [Va 1].

Théoreme A.1l. Soit f dans K[zx] de degré m, il existe un entier v = ve(f) vérifiant 0 <
v < k = [m/d], une famille (ai) dans A avec Vg = o9 < a1 < ... <« et 6 dans T, ou
7=k —w, tels que

0<i<j

J
pa(f) = 0+ Zlnf('%m')’ai) T Y -
i=1
En particulier f appartient & I'ensemble <i>(C) ={f e Klz] | pa(f) < ps(f),Va < p € A} si
et seulement si ve(f) > 0.

Corollaire A.2. La fonction
p(f): A — T
a = palf)
est linéaire par morceaur et concave.
Plus précisément nous avons
fa(f) = 6+ (k+1—i)va pour ei1<a<a;,1<i<j,
pa(f) = 0js1+(k—j)va pour a>aj,
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oud =0+ -1V

Soit f dans K[z] et pour tout o nous considérons la division euclidienne de f par ¢, que nous
notons f = gaPa + 7. Comme le polynome ¢g est un polynome-clé pour la valuation p, pour
tout 5 > «, d’apres le lemme 1.1 de [Va 1], nous avons 'inégalité :

u(rg) = pa(rs) = palf)
avec I'inégalité stricte si et seulement si f est po-divisible par ¢g.
Théoréme A.3. Soit f un polynome dans K[x] et soit f = quda + 7o la division euclidienne
de f par le polynome-clé ¢, :
(1) si f n’appartient pas d <i>(C), il existe oy tel que pour tout o > ap nous avons
pa(f) = ,U(?”a) .
(2) si f appartient a é(C), il existe o tel que pour tout 5 > a > a1 nous avons

Na(f) < N(Ta) < Nﬂ(f)'

Corollaire A.4. (1) Si f n’appartient pas a @(C), il existe aq tel que pour tout B > a > ay
nous avons ((rg) = pu(ra).

(2) Si f appartient a é(C), il existe oy tel que pour tout B > o > iy nous avons u(rg) > p(ra).

Preuve du théoréeme. Si f n’appartient pas a ‘5(6), il existe ag tel que pour tout 8 > a > oy
nous avons 1’égalité pig(f) = pa(f), et de plus le polynome f n’est pas pi,-divisible par ¢g, d’ott
égalité u(rg) = pa(f).

Si f appartient a é(C), nous déduisons du corollaire A.2 qu'il existe o[y dans A, d5 dans T’
et un entier vj; > 1 tels que pour tout 8 > ajy nous ayons I'égalité pg(f) = 15 + vivs-

Pour tout 8 < «, le polynome ¢, est un polynome-clé pour la valuation pg, par conséquent
nous avons pg(f) < p(rq), de plus pour 8 < o nous avons l'inégalité pg(f) < pa(f), par
conséquent f est pg-divisible par ¢, d’ott I'inégalité p(rq) > pg(f). Nous en déduisons que pour
tout B avec o) < B < a nous avons fi5(qa) = Off + (vjy — 1)75. Nous déduisons du corollaire
A.2 que nous avons 5(qa) < d[f) + (vjy) — 1)y pour tout B > apy), par conséquent pour tout
B > a nous avons l'inégalité stricte

15(qada) < O+ (v — Dyg +9a < O Fopgs = ws(f)

et nous en déduisons pg(f) > p(ra).
O

Corollaire A.5. Si le groupe des valeurs I' ne posséde de pas de plus petit élément strictement
positif, ¢’est-a-dire si le sous-groupe isolé minimal de I' n’est pas discret, il existe a tel que pour
tout o > o1 nous avons

ta(f) = p(ra) -
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Preuve. Grace au lemme 1.17 de [Va 1] nous pouvons choisir la famille C de telle fagon que toute
valeur de I' supérieure a ji(f) soit atteinte par pg(f), pour un 3 dans A. Par conséquent si I" ne
possede de pas de plus petit élément strictement positif nous déduisons le résultat des inégalités

ps(f) > p(ra) > pa(f).
O

Nous avons vu qu'il est équivalent de se donner une famille pseudo-convergente (aq)aca
d’éléments de K et de se donner une famille continue C = (,ua)a c4 de valuations de K [x] telle
que les polynoémes ¢, qui la définissent sont de degré un, c’est-a-dire sont de la forme ¢, = x —a,
(cf. proposition 2.11). Dans ce cas pour tout polynéme f de K|[z] le reste de la division de f par
le polynome-clé ¢, = — a, est égal & f(aq)-

Nous déduisons alors de ce qui précede le résultat suivant.

Corollaire A.6. Soit (aq)aca une famille pseudo-convergente d’éléments de K, et soit f un
polynome de K x|, alors il existe ay tel que pour tout f > a > a1 nous avons :

(1) si f n’appartient pas @(C), alors v(f(ag)) = v(f(aa)),
(2) si f appartient a é(C), alors v(f(ag)) > v(f(aq))-

Nous considérons maintenant un corps valué (K, v) et nous voulons étudier ses extensions
immédiates, c’est-a-dire les extensions de corps valués (L, vy)/(K,v) telles que les extensions de
groupes I',, /T, et les extensions résiduelles k,, /k, soient triviales.

Nous remarquons d’abord que d’apres la proposition 2.5 si p est une valuation bien spécifiée
de K(z) vérifiant I', = T, I'extension résiduelle x,/k, est de degré de transcendance un, en
particulier n’est pas triviale. Par conséquent les extensions monogenes immédiates (L,vr) de
(K, v) sont définies soit par des pseudo-valuations, c’est le cas d’une extension algébrique L de
K, soit par une valuation de K[x] qui n’est pas bien spécifiée, c’est le cas L = K (z).

Proposition A.7. Si(L,vy) est une extension immédiate monogéne de (K,v), la famille admise
A associée a la valuation ou pseudo-valuation p de K[z| définie par vy est de la forme suivante :

(1) si L est une extension transcendante pure, L = K(z), la famille A est une famille ad-
missible continue C = (/‘O‘)aeA telle que les polynomes ¢o sont de degré un et telle que

l’ensemble é(C) est vide ;

(2) si L est une extension algébrique, L = K (a) ~ K[z]/($) avec ¢ polynome irréductible de a
sur K, la famille A est composée d’une famille admissible continue C = (Ma)aeA telle que
les polynomes ¢, sont de degré un et de la pseudo-valuation p, ou p est obtenue comme
valuation augmentée-limite de la famille C associée au polynome-clé limite ¢.

Preuve. Si la famille A associée a la valuation, ou pseudo-valuation p contient un couple de va-
luations successives (u;—1, ii;), c’est-a~dire telle que la valuation p; est obtenue comme valuation
augmentée f1; = [p;—1 ; wi($i) = i, nous déduisons de la proposition 2.5 et de la démonstration
de la proposition 2.9 de [Va 4] que nous avons 'inégalité

e(vy/v)f(vr/v) > deg ¢;/ deg i1 ,
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ol nous notons respectivement e(vy /v) et f(vr/v) 'indice de ramification et le degré de I'exten-
sion résiduelle de (L,vy = /(K,v), et ou ¢;—1 et ¢; sont les polyndomes définissant les valuations
Hi—1 et p;.

En particulier si 'extension (L,vr)/(K,v) est immédiate nous en déduisons que pour tout
couple de valuations successives (p;—1, i1;) de la famille A nous avons 'égalité deg ¢; = deg ¢;_1,
par conséquent que la famille ne contient pas de partie discrete .

Dans le cas ou la valuation p n’est pas bien spécifiée, la famille admise A associée a i est
ouverte, elle est constituée d’une seule famille simple & qui est de la forme § = ((Ha)ae A), avec
é((ﬂa)aeA) = () (cf. remarque 1.3), et de plus nous déduisons de ce qui précede que tous les
polynomes-clés ¢, sont de degré un.

Dans le cas ou la valuation u est bien spécifiée, p est une pseudo-valuation obtenue comme
valuation augmentée limite de la famille continue § = ((,ua)ae A), telle que les polynémes-clés

¢a sont de degré un, p = [(fa)aca ; 1(¢) = +00].
O

Proposition A.8. Soit (L,vy) une extension immédiate monogéne de (K,v) et soit C =
(,ua)aeA la famille admissible continue associée définie a la proposition A.7. Alors un polynéme

f n’appartient pas a l’ensemble Cf(C) si et seulement st il existe o dans A tel que nous ayons
vr(f) = v(f(ag)) pour tout B > a.

Preuve. Sile polynéme f n’appartient pas a ’ensemble @(C) il existe o dans A tel que pour tout
B > a nous ayons o (f) = pg(f) = vi(f), c’est-a-dire tels que f n’est pas p,-divisible par ¢g.
Par conséquent d’apres le corollaire A.6, nous avons pour tout 5 > a 'égalité v, (f) = v(f(ag)).

O

Nous pouvons déduire de ce qui précede les résultats suivants, qui sont des reformulations des
théoremes 2 et 3 de [Kal.

Corollaire A.9. Soit (L,vr) une extension immédiate monogéne de (K,v) et soit (aa)aeA la
famille pseudo-convergente associée, alors l’extension L/K est transcendante si et seulement si

pour tout f dans K[z il existe o dans A tel que nous ayons vy (f) = v(f(ag)) pour tout § > a.

Preuve. Nous sommes dans le cas d’une extension transcendante si et seulement si I’ensemble
@(C) est vide, c’est-a-dire si et seulement si pour tout f dans K|[z] il existe o dans A tel que

nous ayons ug(f) = v(f(ag)) pour tout 8 > a.
(]

Corollaire A.10. Soit (L,vy) une extension immédiate monogéne de (K,v) et soit (aa)aeA
la famille pseudo-convergente associée, et nous supposons que l’extension L/K est algébrique.
Alors si ¢ est un polynome vérifiant v(f(ag)) > v(f(aq)) de degré minimal, 'extension L est
Dextension L = K(z) ou z est une racine du polynome ¢.

De plus pour tout y dans L il existe r(x) dans K[z] avec degr < deg ¢ tel que y = r(z) et la
valuation vy, est définie par vr(y) = v(r(aqs)) pour o assez grand.

Preuve. Nous sommes dans le cas d'une extension algébrique si et seulement si ’ensemble <i>(C)
est non vide, tout polynéme unitaire ¢ de degré minimal dans <I>(C) est un polynome-clé limite
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pour la famille continue C = (ua)a c 4 €t la pseudo-valuation augmentée limite p de K[x] définie
par p = [(Ma)aeA ; 11(¢) = +o0] induit une valuation vy, de I'extension L = K[z]/(¢) telle que
I’extension est immédiate.

De plus tout élément y de L est défini par un polyndéme r de degré strictement inférieur au
degré de ¢, par conséquent r n’appartient pas a @(C) et nous trouvons vr(y) = u(r) = pa(r)
pour « assez grand.

O
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