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Pourquoi la gamme a sept notes 7

Une mathématique des notes et des gammes

Frangois Dubois

mathématicien appliqué, amateur de musique
03 novembre 1999*

Résumé

Nous proposons une construction algébrique pour les notes de musique et montrons comment
les associer de diverses facons pour former des gammes. La classification des gammes est
naturelle avec la notion de structure multiplicative. L’action d’une structure multiplicative
sur une note permet de définir une tonalité. Leur classification fait apparaitre les notions de
type et de mode.
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FrANGOIS DUBOIS

1) La note do

° La musique est écrite avec des notes. Du point de vue de la modélisation acous-
tique, une note est une variation de pression au cours du temps caractérisée par une fenétre
temporelle qui définit la durée de la note et par une fréquence caractéristique de la « hau-
teur » du son. Du point de vue mathématique, une note est une fonction périodique du
temps, de pulsation w appelée abusivement dans la suite « fréquence w » , de période
T = 2m/w dupliquée quelques centaines de fois pour les fréquences sonores habituelles.
Nous ne nous intéressons pas ici au timbre de I'instrument, c¢’est & dire au spectre du motif
intérieur & la période, mais simplement a la fréquence de la note.

° Pour nous, la premiére note est le do. Il s’agit d’une convention et le do représente
ici une note de fréquence wy, avec wy fixé pour toute la suite de cette contribution. Nous
introduisons aussi 'instrument de musique le plus primitif, c’est a dire la corde vibrante de
longueur L tenue a ses deux extrémités. Nous supposons que le do correspond au premier
mode de vibration de cette corde, c’est a dire que wq est la fréquence fondamentale de la corde

de longueur L. Siune corde de longueur L vibre a la fréquence wy, sa premiére harmonique

vibre a la fréquence 2wy et correspond & une longueur de é La seconde harmonique vibre a
la fréquence 3wy et est associée & une longueur de % De fagon générale, la n® harmonique

est de fréquence (n+1)wy (voir par exemple le livre de Schwartz [Sc65]) et correspond a une

longueur de corde égale a %
° L’oreille humaine est sensible aux rapports de fréquence et deux notes dont le rapport

de fréquences est égal a deux sont dites a 'octave. L’octave et la fréquence 2wy correspond
a la premiére harmonique pour la vibration d’une corde si la fréquence fondamentale est
égale & wy. Par convention, nous appelons do* la note de fréquence 2wy :
do™ : 2wy.

Ensuite, il y a tous les autres « do ». Tous ces do sont multiples du précédent via une
puissance de 2 en termes de fréquence, le do* a l'octave, le suivant a deux octaves (4 wy)
etc... ou bien a l'octave plus grave (3 wp), deux octaves (iwo), etc... Nous retenons que la
note de référence de l'octave d’ordre k£ a une fréquence puy définie par

,Uk:2kwo, keZ.

° On étudie ensuite les autres notes et par convention on se place dans l'intervalle
[wo, 2wy |, entre le do et le do* : le do est la premiére note de l'intervalle [wy, 2wy ]| et
le do* la derniére. On introduit la notation €2y utile dans la suite :
do : Qp=uwp.

Dans le systéme classique qui remonte au moins a Pythagore et nous sert ici de référence, la
note suivante est le sol. On génére le sol grace a la seconde harmonique, de fréquence 3 wq, de
la corde dont la fréquence fondamentale est le do. On rameéne ensuite cette nouvelle note dans
l'octave de référence [wy, 2wy | par division de la fréquence par deux, une transformation
du boulanger multiplicative (voir par exemple Arnold et Avez [AA67]). Le sol définit la

notation €y, de fréquence égale 2

2&)03

3
sol : le 5(4.)0.
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2) Gammes a deux notes

° Une gamme est I’ensemble des notes disponibles pour écrire un morceau de musique,
c’est a dire par convention ’ensemble des fréquences v; utilisables a partir de la fréquence
fondamentale wy jusqu’a la premiére harmonique 2wy :

wy < v; < 2w .

Une gamme contient p notes si I'indice entier j prend les valeurs j = 0, 1, 2,..., p—1. On
ordonne alors les fréquences v; en ordre croissant :

(1) Wo=vy <1y < Vy < - <V < Vppg <00 < Vpq < 2wy
) Nous proposons dans ce qui suit une structure pour décrire une famille de gammes

« naturelles ». Nous commencons avec les trois notes dont nous disposons : le do, le sol et
le do*. On fabrique ainsi une gamme « primitive » a deux notes

(2) D, = {do, sol, do*} .
L’intervalle sol /do = % définit une quinte juste et le second intervalle (plus petit)
do*/sol = % = % une quarte juste. Il n’y a aucune raison pour réduire une gamme

primitive de deux notes a 'unique choix D, proposé a la relation (2) c’est a dire une quinte
suivie d’'une quarte. On peut faire aussi le contraire, c’est & dire une quarte suivie d’une
quinte. Ce faisant, on définit ainsi a la fois une nouvelle note et une nouvelle gamme. La
nouvelle note, le fa, de fréquence €2_; est issue de wy par une quarte juste, ce qui s’écrit
par définition : A
fa : Q= 3 wo ~ 1.333333 wy -

La seconde gamme primitive correspond donc a la séquence do, fa, do* :

(3) D, = {do, fa, do*}.

° Nous disposons de deux structures multiplicatives pour les gammes primitives : la
gamme D, avec (dans cet ordre), quinte et quarte et la gamme D, avec une quarte quivie
d’une quinte. Mais une gamme, méme primitive, doit-elle commencer par la note do ? La
pratique de la musique montre qu’il n’en est rien. Nous nous livrons donc dans le paragraphe
qui suit a la recherche d’une gamme ayant la méme « structure » que la gamme D, et qui
commence par un sol. La structure de la gamme D, est par définition la suite des intervalles

multiplicatifs entre les notes de la gamme, ici (quinte, quarte) = (%, %) Nous retenons le
relation
e 3 4
(4) structure multiplicative (D, ) = (5, §> :
° Nous fabriquons la gamme D, qui commence par un sol en posant vy = €); au lieu

de vy = wy de la relation (1), ce qui consiste « a changer le do en sol », ou a changer la
fréquence de référence pour la premiére note de cette gamme. La nouvelle gamme a la méme
structure multiplicative que la gamme D, et commence par un sol. Nous la notons D, (£2;)
et elle consiste en la succession suivante de fréquences :

(5) D,() = {01, 01, 20,}
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La note intermédiaire de fréquence %Ql entre le sol et son harmonique sol* = 2{); est par

définition le ré* de fréquence %wg. Comme % n’appartient pas a l'intervalle [1, 2] mais a

I'intervalle [2, 4], on rameéne le ré* dans l'intervalle [wp, 2wy en divisant sa fréquence par

deux. On définit ainsi le 7¢, de fréquence 2y = %wo :

, 9 32
(6) 7é :92:§w0:§w0:1.125w0.
La gamme de méme structure que D, et qui commence par la note sol, soit D, (£2;) s’écrit

finalement, compte tenu de (5) et (6) :
(7) D, () = {1, 2, 204}

3) Suite infinie des notes

° Nous poursuivons l'idée de changer de fréquence de référence, mais a partir du ré
au lieu du sol lors de I’étude précédente. Compte tenu des relations (4) et (7), la gamme
D, () = {Qg, %Qg, 2 QQ} définit une nouvelle note de fréquence Q3 = %Qg = % wo, qui
appartient a Uintervalle [wo, 2wy ]| ; c’est le la.

27 33
la : Q3 = Ewo = ?wo = 1.6875wy .
. On poursuit maintenant la construction précédente & I'infini. La gamme D, (%) a la

méme structure multiplicative que D, = D, (€2y) de relation (4) et commence par la note €2, :
elle est de la forme D, () = {, %Qk, 2Q 1. Si %Qk < 2wy, on pose Qi = %Qk
et dans le cas contraire ou 2wy < %Qk < 4wy, on définit la note €2, par la relation
Q1 = %Qk. De cette fagon, on construit une infinité de notes de fréquence . (k entier
supérieur ou égal & 1) donnée par une expression algébrique de la forme 3% wy/ 21k)  laquelle
appartient par définition a 'intervalle [wy, 2wy |. Pour créer la note €, on commence donc
par construire k quintes successives a partir du do puis par mise a I'octave, on améne cette

note dans l'intervalle de référence N

3
(8) Qk:WWo, W, € [wo, 2wp ]

Notons bien que lentier [(k) est défini par la condition (8). On peut encore écrire
1 < -2 < 2 ou encore de fagon équivalente [(k)log2 < klog3d < (l(k)—i—l) log2. Donc

2U(k)
I'entier (k) est la partie entiéfe de klog3/log2 : |
og 3 0g 3
k) <k—— <lk)+1; Uk)=Fk .
(9) () < ks < UR) 15 10) =B (ki)

Nous pouvons regarder les premiéres notes ainsi construites au sein du tableau suivant.

numeéro de la note | nom de la note | Quumero/wo | valeur approchée
4 mi 31/26 1.265625
5 st 35 /27 1.898437
6 fat 36/2° 1.423828
7 dot 37/21 1.067871
8 solf 38 /212 1.601806
9 réfl 39 /21 1.201355
10 lat 310/215 1.802032
11 mif 311 /o7 1.351524
12 sif 312 /210 1.013643
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On observe que les deux derniéres notes sont confondues dans la musique classique occiden-
tale avec le fa et le do puisque d’une part (217/wo ~ 1.351524 alors que Q_;/wy =~ 1.333333
et d’autre part /wg ~ 1.013643 alors que y/wo = 1.

o La gamme D, (%) par exemple est égale a {€, 2Q7, 2Q6} = {fai, dot*, faf*} (avec
des notations naturelles). De maniére générale, on a

Dl (Qk) = {Qk, (Qk—i-l ou 291@—}—1)7 2Qk} .
Le choix €;,1 comme seconde note de la gamme Dl(Qk) a lieu lorsque Qpiq > Qp et le
choix 2€);,1 correspond au cas de figure ;1 < €2 et dans ce cas 2Q11 > 2wy > Q.

° Mais il manque encore des notes a notre catalogue. Nous repartons de la gamme
primitive de deux notes D, = D,() = {do, fa, do"} (relation (3)). On a aussi
D, () = {Q0, Q_1, 2Q0}. Au lieu de faire commencer la premiére note de ce type de
gamme par un do, on peut la faire commencer par un fa. On définit pour cela la structure
multiplicative de D, a savoir une quarte puis une quinte :

4 3
structure multiplicative (D2) = ( > )

32
La note qui suit _; dans la gamme D, (Q2_1) est Q_, = %Q_l : c’est le si bémol ou sib :
16 24
sih Qg = 5 W0 = 33 Wo ~ 1.7T7T778 wy
et ' .
Dz(Q—l) = {fC% sib, fa } = {Qfly Q_s, 2971}-
° La construction de nouvelles notes entraine celle de nouvelles gammes et récipro-

quement les nouvelles gammes D, (£2_;) permettent d’introduire de nouvelles notes Q_ ).
L’algorithme se poursuit avec les quartes comme avec les quintes. La note Q_; (k entier
supérieur ou égal & un) est issue de la note fondamentale do par une succession de k quartes
ensuite ramenées dans l'intervalle [wy, 2wy | & I'aide d'une division par la puissance de 2
qui convient. La note Q_j; est de la forme 274%) /3% ce qui revient a généraliser la
relation (8) aux entiers k négatifs et la relation (9) s’applique encore.

° Les nouvelles notes d’indice négatif sont aussi utiles que celles d’indice positif. Nous
présentons les premiéres dans un tableau.

numéro de la note | nom de la note | Quumero/wo | valeur approchée
-3 mib 25/33 1.185185
-4 lab 27 /34 1.580247
-5 r€H 28 /35 1.053498
-6 solb 210 /36 1.404664
-7 dob 212 /37 1.872885
-8 fab 213 /38 1.248590

Les deux derniéres notes de cette suite, a savoir dob et fab sont éliminées classiquement
au profit des notes si et mi. En effet, on a d'une part Q_;/wy ~ 1.872885 alors que
Q5 /wo = 1.898437 et d’autre part Q_g/wy ~ 1.248590 se confronte a Qy/wy =~ 1.265625.
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. On remarque que pour k € {—1, ---, 5}, on a
Mg =gy et Qb= Dy,
Il est donc naturel de poser ici
Q= Qy1g et Qbb=Q, 14 pour —1< k<5,

Ces relations fournissent en pratique 14 nouvelles notes de musique :

numéro de la note | nom de la note | Quumero/wo | valeur approchée
13 fatt 313 /220 1.520465
14 do i 314 /222 1.140349
15 solfit 315 /223 1.710523
16 ré s 316 /225 1.282892
17 latt 317 /226 1.924338
18 mith 318 /228 1.443254
19 sifit 319 /230 1.082440
-9 sibb 215 /39 1.664787
-10 mibb 216 /310 1.109858
-11 labb 218 /31 1.479810
-12 rébb 220 /312 1.973081
-13 solbh 221 /313 1.315387
-14 dobb 223 /314 1.753849
-15 fabb 224 /3115 1.169233
° Quand on range les notes 2_15 a {29 par fréquences croissantes et non plus par

puissances de 3 croissantes, on trouve

(do < sif <71éb < doff <siff < mibh < ré
6 < doff < fabb < mib < réf < fab < mi
mi < 1éff < solbb < fa
fa <mif < solb < faft < miff<labd < sol
sol < faff <lab < solf < sibb < la
la < solfiff< dobb < sib < laff < dob < si

L si < laff < rébp < do™.

4) Gammes a trois notes

° Pour composer une musique trés primitive, nous disposons des deux gammes a deux
notes D, et D,. Comme nous avons construit toute la famille de notes (Qk) reze Lous
disposons aussi des gammes D, (£2;) et D,(2) (k € Z). Toutefois, on peut avoir envie de
construire des gammes avec plus de deux notes. Nous proposons dans la suite le procédé
récursif de « brisure des tons ». Nous introduisons une nouvelle notation pour les gammes

a deux notes et nous posons

gil =D, () pouri=1, 2.
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Les gammes & deux notes forment la premiére famille des gammes.

° Nous définissons le ton des gammes a deux notes et nous le notons 6; ; il s’agit d’une
quinte juste, comme proposé au paragraphe 2. Nous avons
3
91 - 5 .
Le demi-ton des gammes & deux notes, noté 97, est par définition une quarte juste :
4
0 ==.
T3

Nous cherchons a former une nouvelle gamme issue d’une gamme a deux notes et telle que
le rapport de fréquences de deux notes successives v, /v; arbitraires vaille soit un ton 6,

de la nouvelle gamme, soit un demi-ton 5 de celle ci :
B e (0, 65}

j
Nous généralisons pour les nouvelles gammes ce qui existe pour la gamme a deux notes D, :

sol  do*
—_, € {6, 01}.
do ~ sol {61, o
) Nous brisons multiplicativement le ton 6; a 'aide du demi-ton 9; et formons ainsi
un nouveau ton avec le demi-ton précédent :
4
62 - 51 - g

et un nouveau demi-ton avec le rapport de fréquences restant, c’est a dire le rapport de
I’ancien ton sur le nouveau ton :

6 6 9 3
Gp=t=2l=_=C.
b, 06 8 2

En procédant de cette maniére, le ton primitif (une quite juste !) est brisé en un nouveau ton
(une quarte juste) et un nouveau demi-ton J; qu’on appelle classiquement une seconde.

° La gamme gll =D, donne naissance par brisure de son unique ton a deux gammes 912
et Q; selon la fagon dont la quinte sol/do est découpée en « un demi-ton plus un ton ».

Dans le premier cas, on a 4 =8, = 2, 2 =0, =2 B —§, =% on vient de créer une
140 8 V1 3 12} 37

gamme a trois notes qui comporte deux tons 6, (une quarte juste) et un demi-ton do (une

de) :
seconde) G* = {do, ¢, sol, do*} = {Qq, Qa, U1, 2Q} .
1

La seconde gamme a trois notes Q; est issue de la gamme Qll, ce qui signifie que toutes les

notes de la gamme 922 sont également des notes de la gamme gll. On débute cette gamme
par un ton : Z—; =0, = %, puis on la continue par un demi-ton : Z—f = 0y = % pour la

terminer par un ton : 7 = Oy = %. Le dernier ton de I'ancienne gamme devient le demi-ton

de la nouvelle. La gamme 922 est finalement donnée par la suite
(10) QQQ = {do, fa, sol, do*} = {Qo, Q_q, O, 290}.

. Mais la gamme 912 = D, (relation (3)) peut elle-aussi servir de point de départ a

2
deux nouvelles gammes a trois notes : on coupe le ton ¢; = do™/fa en un demi-ton ds suivi

d’un ton Ay ou bien en un ton Ay suivi d’'un demi-ton dy. Dans le premier cas, on obtient
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a nouveau la gamme Qs (exercice laissé au lecteur !) et dans le second, on a =10 = %,

l’j—f =@y = %, l’j—f =0y = % La note si bémol est utile pour fabriquer g;:

(].1) g; = {dO, fa, St b, dO*} = {Qo, Q_l, Q_Q, 290}

° Nous retenons la structure multiplicative des trois gammes QZ? (1=1,2,3) :
structure multiplicative (gf) = (b2, 02, 65) = (2, 3, %)

(12) structure multiplicative (gg) = (92, 9, 92) = (%, g, %)
structure multiplicative (gg) = ((92, 0s, 52) = (%, %, %) :

5) Gammes a cinq notes

° Nous poursuivons le procédé de brisure de ton pour construire de nouvelles gammes :

nous découpons le ton 6y = % en un nouveau ton 63 et un demi-ton 03 de sorte que
03 03 = 0

et a priori si on procéde comme pour les gammes & trois notes, 03 = dy = %. On obtient

. . 4/3 5
ainsi un nouveau « demi-ton » 03 = 05/03 = # = g—? = %
9 _

sont cruelles : on trouve 03 = £ = 1.125 et 03 = % ~ 1.1852 qui est supérieur strictement

a 03! Nous venons de former un ton qui est plus petit que le demi-ton qui lui est associé.

Mais les valeurs numériques

On décide donc d’échanger les réles du ton et du demi-ton et l'on a

32 O, 6, 2°
d3=0y == et O3 =—=—=—.
RS S P T
On poursuit ensuite le procédé de brisure des deux tons des gammes gf (1=1, 2, 3) pour
former la troisieme famille de gammes gj?, a cinq notes.

° Les gammes & cing notes ont toutes deux tons et trois demi-tons :
T3 =2, D3 =3

alors que les gammes a deux notes ont toutes un ton et un demi-ton :
T =1, D=1

et les gammes a trois notes ont deux tons et un demi-ton :

7—12:27 D2:1

) Il y a quatre fagons de briser les deux tons de la gamme Q12 : le premier demi ton
ré/do = Z—; est toujours un demi-ton d3 = ds. Si on décide que Z—f = 03, on va introduire
la note mi. De méme, si on casse le second ton 6 en commencgant par un demi-ton d3, on
utilise le la de fréquence §23. La gamme Qf a cing notes ainsi obtenue s’écrit :

G? = {do, ré, mi, sol, la, do*} = {Qo, Qa, Qu, D1, Vs, 2} .

Si on brise le premier ton sol/ré = 0, de la gamme gf en commencant par un ton 63, on

32 vz — 932 _ 4 _ Q4 i i3
57, Solt oo T 097 — 3= o0 Ccequ introduit & nouveau

le fa. De méme, si on brise le second ton do*/sol de la gamme 912 en commencant par un

retrouve la relation Z—f =05 =
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Q_ . : .
ton nouveau, on a % = @3 donc % = 332 = 8 — =2 of on reconnait le sib. Les trois
’ V3 wo 2 27 9 wo

autres gammes a cing notes issues de 912 s’en déduisent aisément :

g> = {do, ré, fa, sol, la, do*} = {Qo, Do, Q_1, 1, Q3, 200}
Gt = {do, ré, fa, sol, sib, do*} = {Qo, Qa, Q_1, Q1, Oy, 20}
gd = {do, ré, mi, sol, sib, do*} = {Qo, Qa, Qu, Q1, s, 2} .

) Combien y a-t-il de gammes & cing notes 7 Autant que de fagons de placer arbitraire-
ment les deux (= T3) tons 03 et les trois (= D3) demi-tons d3 parmi cing objets, puisque

25 2 2\ 2
- (3 (-

On compte par conséquent un total de (2) = (2) = 10 gammes a cinq notes qui débutent

par la note do.

o Examinons les gammes nouvelles issues de la brisure de la gamme 922 (relation (10))
ou les deux tons 6y sont aux extrémités. Si on commence par un demi-ton d3, on a
9 Qo

o= 03 = 3 = 2 et on retrouve le 7é comme premiére note alors que si on commence
25 Q_3

par un ton 65, on obtient Z—; =03 =153 = o et le mib doit étre utilisé ici. De méme si
on brise le second ton do*/sol de la gamme 922 en commenc¢ant par un demi-ton J3, on
retrouve le la, alors que si on commence par un ton #3, on doit utiliser le sib : ¢’est analogue
a la brisure du second ton de la gamme gf. Nous I'avons déja vu ! On dispose maintenant

de deux nouvelles gammes a cinq notes :

G2 = {do, mib, fa, sol, la, do*} = {Qo, D3, @1, D, D3, 20}
gg = {do, mib, fa, sol, sib, do*} = {Qo, Q_3, Q_1, Q1, Qs, 2 } .

o Nous continuons avec les gammes a cing notes issues de la gamme g;, (relation (11))
qui a ses deux tons 6y au début. Pour briser le premier ton, le processus est analogue a la
gamme 922 et pour briser le second ton sib/fa, on peut commencer par un demi-ton d3
et on obtient un sol et par conséquent une gamme déja construite (Qg’ ou gg’) ou bien on

commence par un ton 63 et on a alors %:93: g—?, donc i’)—z: %g_gz g—‘ll: g—Z:Qw—;“ ; on
on ne coupera pas au lab cette fois. On a en définitive :

Q;’ = {do, ¢, fa, lab, sib, do*} = {Qo, Qa, Q_1, Oy, Qs, 2Q}

gg = {dO7 mzb, fa, lab, 51 b, dO*} = {Qo, Q_37 Q_l, Q_47 Q_Q, 290} .
° Le décompte des gammes comportant cing notes n’est pas complet. Les huit gammes

déja vues sont issues des trois gammes a trois notes. Nous détaillons dans le tableau qui suit
la succession des deux tons et des trois demi-tons, c’est a dire la structure multiplicative de
ces huit gammes.
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nom de la gamme | alternance des tons et des demi-tons | valeurs numériques
gi’ 03, 03, 03, d3, O3 2,8,2,2, 2
gg’ 03, 03, 03, 03, O3 285,42
gg 03, 03, 03, 03, 03 288,22
QZ’ 03, 03, 03, 03, 03 28,2, 2
Qg’ 03, 03, 03, 03, O3 28,832
! 0. 53, 0. B3, 0 20y e
G 5. B, By, 33, 0 2wy
G 0. 53, 0. 33, 05 2wy
° Il manque clairement deux gammes qui ne sont pas issues de gammes a trois notes, mais

qu’on peut construire simplement en complétant les structures multiplicatives précédentes.
On trouve ainsi :

G2+ (3, 00,0, 00, 05) = (22,2, 2.9)
Ghy ¢ (00 00,00, 0, 0) = (3.1, 5 2. 8).

Les successions de notes des deux gammes de structures décrites a la relation (13) qui

(13)

commencent par un do sont faciles a calculer. Nous y rencontrons le sol bémol (Q_g) et
le fa dieze (ou ) & nouveau :

G2 = {do, mib, solb, lab, sib, do} = {Qo, 3, D6, L4, D9, 200}
G3 = {do, ré, mi, fat, la, do*} = {Qo, U2, U, s, U3, 2} -

6) Construction récurrente

° Nous proposons maintenant un algorithme trés simple pour passer des gammes de
génération k (avec une notation générique gf) aux gammes de génération k+1. Une
gamime Qf contient T) tons et D, demi-tons, de valeurs respectives 0, et d;. L’ensemble
des notes construites permettent de recouvrir 'octave de base [wg, 2wp], et on en déduit
simplement :

(14) 0 57 =2.

On appelle p; le nombre de notes d’'une gamme de la k£'*™¢ famille et 1'on a :

(15) pr =T, + Dy.

° Notre construction consiste toujours a couper le ton 6, en un nouveau ton 6y
« plus » un nouveau demi-ton ;1 avec I'un des deux morceaux égal au demi-ton oy :

(16) Okv1 Okr1 = O .

On choisit de garder comme nouveau ton le demi-ton oy si g—: < 0 ou bien on pose O3 = g—:
dans le cas contraire, échappant de ce fait a la suite de Fibonacci (voir par exemple Demazure
[De97]) :

(Sk si Ok < 5k
17 0 = O
(17) Pt { —Z: si —g’; > Oy

10
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Le demi-ton complémentaire x4, est issu simplement des relations (6.3) et (17) :

Ok i O
kg 2k < gy
18 Opy1 =19 % o
( ) k+1 { 5k s g_k S 5k
k
° Le nombre T}, de nouveaux tons dépend du cas de figure. On a Ty, = T} + Dy si

les anciens demi-tons ¢ deviennent des nouveaux tons 0,1 ou alors Ty, = T dans le cas
contraire ot I'on conserve les demi-tons. De maniére analogue, le nombre Dy, de nouveaux
demi-tons vaut D,y = T} dans le premier cas et Dy, = T} + Dy dans le second :

T, + D, si Qk < (5142
1 T\ q =
( 9) k1 { Tk si Qk > 5k2
T si 9/@ < 5k2
2 Dy =
( 0> h { T. + D, si 0, > 5k2 .
. La relation (14) s’étend clairement & 'ordre k+1 ainsi que la relation (15) qui prend
aussi la forme :
(21) Pt = pr + Ty

On peut recommencer a 'ordre suivant ! Le nombre N, de gammes gf avec p, notes et
T}, tons est simplement égal au nombre de facons d’agencer T} tons et D, demi-tons, soit
le nombre N, de combinaisons :

P!
(22) N, = (g’z) = (gvk) = T D
) Rappelons que la relation de récurrence débute avec les gammes ne comportant que
deux notes :
3 4
(23) =2 Ti=1 Di=1 6=5=15 0 =3~1333333 N=2

qu’elle se poursuit avec les gammes a trois notes
4 9
pp=3, Th=2  Dy=10y= 3 ~ 1.333333, 0o = 3= 1.125, Ny, =3

et qu’on vient de mettre en évidence toutes les gammes de troisiéme génération a cing notes :
2° 9
pg — 5, T3 — 2, D3 - 3, 93 — § ~ 1185185, (53 — é — 1125, N3 — 10
Les gammes de quatriéme génération comporte sept notes :
32 28
P4 = 7, Ty = 5, D4 = 2, ‘94 = ? = ].].257 54 = ? ~ 1053498, N4 =21
et contiennent toutes les gammes de la musique classique occidentale, plus quelques autres
moins utilisées. Nous y reviendrons. Notons que la suite de Fibonacci 1, 2, 3, 5, 8, etc. aurait
donné huit notes et non sept. Voila pourquoi la gamme a sept notes ! Nous continuons pour
le moment avec les gammes comprenant un nombre de notes plus important :
7 8

3 2
Ps = 12, Ty = 5, D5 = 7, 95 = ﬁ ~ 1067871, (55 = 3—5 ~ 1053498, N5 = 792.

11
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Le faible écart entre le ton #; =~ 1.0678711 et le demi-ton 05 ~ 1.053498 puisque

g—i = % ~ 1.013643 pose la question de sa perception et motive la gamme tempérée propo-
sée par Stevin (1548-1620) et Weirckmeister (1645-1706) et utilisée par Bach ; on les confond

tous les deux au bénéfice de l'irrationnel racine douziéme de 2.

° Nous terminons ce paragraphe en montrant quelques gammes avec de plus en plus de
notes et poursuivons ’algorithme (de Pythagore ?) quelque peu. Nous omettons d’expliciter
ces diverses gammes, compte tenu de leur nombre important, outil plus élaboré de classi-
fication. Nous avons :

ps =17, To=12, Ds=5, =2 ~ 1053498, & = 3 ~ 1.013643

pr=29, Tr=12, D;=17 0, =% ~1.039318, &; = 3o ~1.013643

ps=41, Ty=12, Dg=29, 03= 25 ~1.025329, &= 3 ~ 1.013643.
On retrouve la une famille de gammes de Pythagore a 41 degrés, dite de Janko (1856-1919)
(voir par exemple Hellegouarch [He99]) et la famille suivante comporte 53 notes et est connue
[He99| avec le nom de Mercator :

12 65

3
po="53, Ty=41, Dy=12 fy= 5 ~ 1013643, d = ;57 ~ 1.011529.

Pour ces gammes, le ton et le demi-ton different & nouveau trés peu puisque

g—z = g%i ~ 1.002090, c’est a dire \g—z — 1] < |6y — 1] et \g—z — 1] < |69 — 1]. 1l est alors

concevable de confondre les tons et les demi-tons pour former une seule gamme de cinquante
trois degrés. Si on étudie le comportement des diverses familles de gammes pour k tendant

vers 'infini, on trouve un systéme dynamique discret qui a des ruptures lorsque la différence
log3
log 2
valeur proche de 0 (voir par exemple Arnold-Avez [AA6T7]).

entre le nombre irrationnel k

et sa partie entiére saute d’une valeur proche de 1 & une

7)  Quelques propriétés

. L’algorithme décrit au paragraphe précédent (relations (15) a (22)) joint a la « condi-
tion initiale » (23) des gammes & deux notes satisfait plusieurs propriétés mathématiques.
Nous les énongons et démontrons dans ce paragraphe.

Proposition 1. Equilibre harmonique
Le nombre de tons 7}, et le nombre de demi-tons D} sont, pour k entier supérieur ou égal
a 1, premiers entre eux :

(24) (T, Dp) =1.

On a une propriété analogue pour le nombre de tons T} et le nombre pp = T}, + D, de notes
d’une gamme d’ordre k :

(25) (Tk,pk) =1.

° La preuve de la Proposition 1 et en particulier celle de la relation (24) s’effectue
par récurrence sur l'entier k, en utilisant I'identité de Bézout (voir par exemple Demazure
[De97]) : les entiers x et y sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux entiers

12
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u et v de sorte que ux +vy = 1. On a dans un premier temps 77 =1 et D; =1, donc
ces deux unités sont clairement premiéres entre elles. Si la relation (24) est vraie jusqu’a
I'ordre k, on a

(26) up Ty +vi, Dy, =1

pour deux entiers uy et wvg. Mais alors, T, et T, 4+ Dy sont encore premiers entre eux,
puisque la relation (26) s’écrit aussi :

(27) (Uk — Uk) T + v (Tk + Dk) =1.

Par suite, compte tenu des relations (19) et (21), le nouveau ton Ty et le nouveau demi-
ton Dj,1 sont toujours premiers entre eux. De plus, compte tenu de la relation (15) et de

I'identité de Bézout, la relation (27) exprime exactement la relation (25) et la proposition
est établie a I'ordre suivant. [l

Proposition 2. Factorisabilité de la structure multiplicative
Pour k entier supérieur a 1 arbitraire, le nombre N, de gammes & py notes (voir les relations
(15) et (22)) est divisible par py :

HTkEN, Nk:kak~

) Pour démontrer la Proposition 2, rappelons d’abord que la relation (22) s’écrit
—1 . . .

= (];,Z) Donc elle entraine T}, N = py <]79“: _ 1) et I'entier py divise le produit T} Ny.

Comme p; et Np sont premiers entre eux d’apres la proposition précédente, pi divise N

et la proposition en résulte. 0

° On introduit maintenant la famille de rationnels & déja utilisée pour définir la famille

des notes 2. Compte tenu de la relation (8), on a
Q=& wo, KEZ

avec le nombre & défini par
3* log 3

2 =——,l(k)<Ek

< Il(k)+1.

On a alors la propriété suivante :

Proposition 3. Décalage
Soit G* D'ensemble des gammes Q;? (1 < j < Ng) définies aux relations (15) a (22) du
paragraphe 6. Alors il existe g, € {—1, +1} tel que

(29) O = ¢ O =

ek Dy’ €*Ek Ty -
° Le ton 6, correspond pour la famille €2 de toutes les notes & un décalage de paramétre
égal (au signe prés) au nombre de demi-tons et le demi-ton J; & un décalage égal (au signe
prés) au nombre de tons. On peut ré-écrire de cette fagon quelques gammes vues lors des
paragraphes précédents :

g = {0, Qot1, 2Q041-1 }
(30) g; = {Qo, Qo-1, Qo-1-1, 290—1—1+2}

3 _
g, = {Q0, Qosa, Qosos2, Qosoror2, Qovorora—s, 2Q0121212-3-3

13
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qui montre qu’on a clairement

61:§17 512571

(31) O =E61, 02 =&
03 =E&, 03=2~&3.
° La Proposition 3 s’établit par récurrence sur k. Pour k = 1, la premiere des rela-

tions (31) est claire et montre que les relations (29) ont bien lieu, avec de plus &1 = +1.
Dans le cas général, on a toujours
et les relations (17) & (21) ont été construites pour maintenir cette propriété. On déduit

. L . —ek Ty ek D .
donc de (32) et de I'hypothése de récurrence I'inégalité suivante 2,3( —y < 2‘?(% 57 Soit

log 3
(33) l(ska)—l(—ska)<5k(Tk—|—Dk)lg .
og 2
De plus, compte tenu de la relation (28), on a
log 3
34 l(e, Dy) <epD l(er, D 1
(34) (ex Di) < e klog2< (ex Dy) +
et log 3
(—erpTy) < —e, T, [(—ep T, 1
(—exTk) < —¢y, k10g2< (—exTk) +
dont on déduit par changement de signe
log3
35 (=i Ty) — 1 < e T, < —l(—epTy) .
(35) (—ex Tx) KTk iogn S (—exTk)

En additionnant les inégalités de droite des relations (34) et (35), il vient

log 3

(36) Ek (Tk+Dk) < Z(Sk Dk) —l(—&‘ka) + 1.

log 2
Les relations (33) et (36) établissent donc, compte tenu de la définition (28), la propriété qui
suit :

(37) l(ex Dy) — U(=ex Ti) = U(ex (T + Dy)) , k> 1.

° Nous supposons dans ce paragraphe que la famille de gammes G* de numéro k
satisfait I’hypotheése 6;, < 2. On a alors, compte tenu des relations (17) a (21) :

Tiy1 =Ty + D, Dyy1 =Ty, Opi1 = 0 €t Op1 = g—:. Par suite, 6.1 = ¢
et la premiére relation (29) est vraie a 'ordre k + 1, en remarquant que

—ep T S*Ek Dy 41

(38) Ek+1 = —€Ek si Gk < 5]% .
On a alors
5 561@ Dy 3%k Pk ol —ex T) 3k (Tt Dk)
k+1 — ¢ e T T Gk Dr)  gmeR Tk T gl D) —l(—ex Tk)
—&k Lk
sk(TkJer) .
= m compte tenu de la relation (37)
—k+1Tk+1
_ 3 _ .
= e = £—Ek+1Tk+1 au vu de la relation (38)

et la seconde relation de (29) passe a l'ordre supérieur.

14
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o Dans l'autre cas de figure ou 'on a 6 > 62, on déduit des relations (17) a (21) :
Tii1 = Tx, Dpy1 = T + Dy, O = g—: et Opy1 = Og. Il résulte alors des relations (29)
Opp1 = O = g_fk n = g_sk Tonn et la seconde relation (29) est encore vraie a l'ordre k-1,
avec _ )

Ek+1 = €SI Qk > 5k

£
— ek D .

On a alors 0y, = o fgk (TotDi) compte tenu de (37) et du calcul mené plus haut,
donc Oy = §5k+1ch+1 et la premiére relation (29) est vraie a 'ordre k+1. La proposition 3
est établie. 0

8)  Structure multiplicative et tonalité

° On utilise dans ce paragraphe une gamme 7 a p notes qui commence par un do. C’est
une suite (uj) de la forme

0<j<p
(39) Y= {WO =y, V1, , V5 < Vi1, =y Up—1, Vp = ZWO}

De plus, le rapport v;41/v; de deux notes successives est soit un ton 6 soit un demi-ton 9:

Yl e 0,5}, 0<j<p-1.
vj

Par définition, la structure multiplicative S(v) de la gamme + est la suite des rapports
de fréquences entre deux notes successives, c¢’est a dire :

5(7):<ﬂ e’ ...’@7...7 Yp ) e {6,517,

IZ0) ’ 141 ’ Vj Vp—1
La structure S(v) permet de savoir quel est 'agencement précis des tons et des demi-tons

de la gamme . Si T est le nombre de tons et D le nombre de demi-tons de cette gamme,

on a vu que
p=T+ D

et que de plus (Proposition 3) qu'il existe ¢ € {—1, +1} tel que
0 = gED’ 0 = g—5T

ce qui permet de construire les notes v; de la gamme « par décalage successif des indices
des notes « de base » (2, ainsi qu’on ’a vu aux exemples (30). Il est donc naturel de ne
pas forcément commencer une gamme de structure S(7) par le do (ou €)y) mais par une
note €2, arbitraire telle qu’introduite au paragraphe 3.

. Par définition, la gamme I'(S(7), ) de structure multiplicative S(v) et de tona-
lité € est la gamme obtenue & partir de la relation (39) en gardant la méme structure

(1 = Ty = ey = Vj:, cee = V:fl) que la gamme ~ mais en changeant la
premiére note générique wy pour la note particuliére €2;. On a donc en général
(40) L(o, Q) = { D, g1 ey pro pin Qe -+ 5 (pghtjmr - pa) ey -+, 2 }
si )

O-:(M17/J“27"'7,U/j7"'7/1“p) 6{976}
Nous avons vu au paragraphe 3 que les structures des deux gammes primitives & deux notes,
a savoir 3 4 4 3

s d) s
P\ 3/ TP TR 2
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permettent de construire de proche en proche la suite infinie (Qk) . de toutes les notes.

Afin de s’autoriser une richesse tonale arbitraire, nous ne devons retenir de la construc-
tion proposée au paragraphe 6 que la structure multiplicative des différentes gammes. Le
paragraphe suivant propose d’y mettre un peu d’ordre, avec une classification en type et
mode.

9) Type et mode

° On suppose dans ce paragraphe que l'on a fixé le nombre p de notes (avec p de la
forme p = pr pour un certain entier k& que 'on n’écrit pas pour alléger les notations), un
nombre de tons T et un nombre de demi-tons D, la valeur du ton 6 et du demi-ton 4. On
note G’ lensemble des gammes commencant par la note do et comportant exactement p
notes. L’ensemble S” des structures multiplicatives des gammes & p notes est ensemble
des p-uplets a valeurs dans la paire {6, 0} tels que le nombre de tons 6 est égal & T et le
nombre de demi-tons ¢ est exactement égal & D :

g7 :{ { (s oy -+ 5 ), 5 € {6, 8} Vie{l, -, p},

I est facile de voir que, comme G, Pensemble S” comporte exactement N = (p

T
distincts puisqu’il suffit de choisir la position des 71" tons parmi les p possibles rapports des

notes successives.

) éléments

° On regarde maintenant comment agit la permutation circulaire ¢ définie par 1+ 2,
2—3,..., p—1l—pet p— 1 delensemble {1, -, p} :

(12 p-1p
=\ 23 ... p 1

sur Pensemble S” des structures multiplicatives des gammes & p notes. A partir d’une

configuration donnée (py, p2, -+, up) appartenant a Sp, on pose
o (s iz ) = (g By 0 )
qui appartient encore a la famille S”. Deux structures multiplicatives (f1, fo, <o+ -y )
et (uy, uhy, -, ,u;) sont dites de méme type si il existe une permutation circulaire o de
I'ensemble {1,---, p} et un entier ¢ € {0, --- , p—1} de sorte que
(41) Wy = i Pour tout 7 telque 1 <5 <p.
o' (j
° L’ensemble T des types des gammes a p notes est Uensemble des structures multipli-

catives des gammes a p notes & une permutation circulaire pres. Le nombre de types
1
jij:— (p) ;o p=T+D
p \T

est bien un nombre entier, comme on I’a vu lors de la proposition 2 de la septiéme partie. 1l
y a un seul type de gammes & deux notes et un seul type de gammes a trois notes, deux types
de gammes a cinq notes, trois types de gammes a sept notes, soixante six types de gammes
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a douze notes, etc. D’un point de vue formel, I'ensemble des types T" est le quotient de
’ensemble S” par équivalence ~ suivante :

p o~ ' siet seulement si 3i € {0, ---, p—1}, la relation (41) a lieu
et on note T" =8"/ ~.
° On suppose dans la suite qu'un représentant 7 € 7 de chaque type 7 € T' a été
choisi. Il s’agit en pratique d’une structure multiplicative, & une permutation preés :
~ p
(42) T:(Nlaﬂb“wﬂj,"',,up)GTGT.
Pour les gammes de moins de cing notes, nous proposons le choix suivant :
T = (5 3) € S
3
2o iy e
3 _ (32 9 9 9 32
o= (Fssdn) € S
3 _ (9 32 9 32 9
o= (45 $3) €8

s(gp) =+
s(g2) =

43 2

o s(G) =
5(6)) =3

) Une fois le type fixé et (surtout) une structure multiplicative 7 qui le représente, on

construit simplement une gamme « fondamentale » G, en commencant par convention par
la note do, comme on I’a vu aux relations (43) pour les gammes & deux, trois et cing notes.
Il est alors « naturel » de fabriquer les autres gammes de méme type, mais par définition de
mode différent, en construisant les p gammes ayant les mémes notes que G,, mais obtenues
par action successive de la permutation circulaire . Sile type 7 a un représentant donné
en (42), on a (cf. (40)) :

G = {wo, piwo, -+, (1 pg)wo, <+, (1 pp1) wo, 2wp |
g‘r = (I).,-’O?q).,-’la"'7(1)7-7]'7"'7(1)7-71,,17290}
avec .
q)T,O = Qo, ®T,j = :ujfl q)7_7j_1 s 1 S Vi S p—l
Pour les quatre exemples précédents, on a
<I>T171 = = sol
<I>7271 =0 =fa, ®,, = =sol

)

lzﬁgzmz’b, <I>713’2:Q,1:fa, b, = =s0l, P, =Q3=1la

77,3 77,4

(45) O, =Q=1¢, 2:Q_1:fa, @ngzﬂlzsol, @3429_2:sib.

3
75,1 Ty, T,

17
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) Lemode i € {0,---, p-1} dutype 7 est engendré par la gamme de premiere note ®_
et de structure (,u

o‘i(l)’ /J/o'i(Q) ) ) H’o_i
référence. On pose en conséquence :

gm' = {(I)m" CI)T,i+1’ e, @ 28, 2(1)7,1’ T 2(1)7,1'71 }

T,p—17

( )) : on fait agir ¢ fois la permutation circulaire o de
p

et on a par définition méme

S(g77i> = (:U’Ui(l)v 'ugi(2) y T 'uoi(p) ) .

° Il peut étre utile de nommer le mode, c’est a dire le choix précis de la structure
multiplicative a travers le type et 'ordre de la permutation circulaire grace au nom de la

premicre note ® .. Pour les gammes a deux notes, on a un seul type et deux modes, le mode
de do qui débute par une quinte et le mode de sol qui commence par une quarte :

G.,= { do, sol, do* } =D,
ng L= { sol, do, sol* } = Dy(sol).

Pour les gammes a trois notes, on a encore un seul type mais, outre le mode de do, on dispose
des modes de fa et de sol :
gﬁ,o = { do, fa, sol, do* } = G}
G.., = { fa. sol. do’. fa" } = G}(21)
G,,= { sol, do*, fa*, sol* } = G3().
Pour les gammes a cing notes, la classification (type, mode) permet un nouveau rangement
des dix gammes vues au paragraphe 5 comme des gammes qui débutent par la note do. On
trouve pour le premier type (relation (44)), les cinq modes de do, mib, fa, sol, la :
( Guy= { do, mib, fa, sol, la, do* } = G3
i
g, L= {mz’ v, fa, sol, la, do*, mib* } = G3,(Q_3)
TP
gs 2 = {fCL, 80[7 lCL, dO*v mi b*a fa*} - g%O(Q—l
TP
933 = {sol, la, do*, mib*, fa™, sol*} = G3()
T
G,, = {la, do*, mib*, fa*, sol*, la*} = G3(Ss).

\ T1s
Pour le second type (relation (45)), on dispose des cinq modes de do, 7€, fa, sol et sib :

( Giy= { do, ¢, fa, sol, sib, do* } = G3
T,
G, ={ré fa, sol, sib, do*, ré" } = G3(Qy)

T35, 1

Gy, = {fa, sol, sib, do”, ré", fa" } = G}(Q)

TS, 2

[

N

9733 - {501’ sib, do*, ré*, fa”, 501*} = gg(Ql)
| Gpa = {sib, do™, 1", fa*, sol", 5ib" } = GH(Qs).
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10) Gammes a sept notes

° Avec les définitions introduites plus haut, il existe 21 gammes a 7 notes qui commencent
par la note do, composées de 5 tons 6, ou

9
0y =& = 3
et de deux demi-tons 4, avec .
2
64 - 575 - % .

Nous proposons de les construire dans ce paragraphe, en utilisant la classification par type et
mode introduite dans les paragraphes précédents. On dispose de trois types et pour chacun
de ces types, de sept modes. Nous posons ici, mais il s’agit d’'une convention et d’autres
choix équivalents sont possibles,

T{l = {047 94; 547 54; 947 047 84}
(46) 7—§ = {947 04) 647 947 647 947 94}
T?Z)L = {947 947 647 047 647 647 54} .

Ces trois types sont caractérisés par la « distance » entre les demi-tons : jointifs pour le
type 7, distants d’un ton pour le second type 74 et distants de deux et trois tons pour
le troisieme type 74. Cette information est claire au vu des relations (46) si I'on garde en
mémoire 'hypothése d’invariance d’un type par permutation circulaire. Ce troisiéme type 74

est appelé classique dans la suite.

° Pour ces trois types, les gammes fondamentales, c’est & dire en mode de do s’écrivent
facilement. On a :

B { {do, ré, mi, fa, solb, lab, sib, do*}
Q0 Do, i, Oy, Qg Oy, Qs 20}
G - {do, ré, mi, fa, sol, lab, sib, do*}
: { {Qo, Qo, Qu, Oy, Q. Qs Qs 20 )
G - { { do, ré, mi, fa, sol, la, si, do* }
: {Qo, Do, Qu, Oy, Q. Q) 5, 20 )

Tf,O

75,0

73,0
\

ce qui permet (enfin !) de retrouver la gamme la plus « élémentaire ». Pour chacun de ces

types, on dispose de sept modes distincts. Leurs noms sont obtenus en lisant les noms des
notes des gammes précédentes, choisies pour la classification. Il vient :

Modes de type 7 : do, ¢, mi, fa, solb, lab, sib
(47) Modes de type 7y : do, ré, mi, fa, sol, lab, sib
Modes (classiques) de type 74 : do, 7é, mi, fa, sol, la, si.

) Pour chacun de ces modes, nous exposons simplement la gamme de tonalité do qui par

définition commence par do, ce qui fournit une suite possible des 21 gammes a sept notes.
Pour le type 7, la suite des modes est donnée & la premicre des relations (47). On trouve
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alors :
( G. (do)= {do, ré, mi, fa, solb, lab, sib, do*}
™0 o= {907 Q27 947 Qfla 9767 9747 9727 2Q0}
i_g (re) {do ré, mib, fab, solb, lab, sib, do*}
2 Tf {907 QQa Q—?n Q—Sa 9—67 Q—47 Q—?a 290}
Gi_g {do réb, mibb, fab, solb, lab, sib, do*}
5 T2 {0, Q5, Q10, Qs, Vg, Dy, D, 20 }
i [ { do, réb, mzb fa, sol, la, si, do* }
g4 B g.,.{l fa B { {907 0 5) -3 Q_ 1, Qh Q37 957 290}
4 {do ré, mi, fat, solt, lat, si, do*}
G5 =Gy 4 (s0lh) = { [ Q0. 02, Q. D, D, Quo, 05, 2 }
4 B {do ré, mi, faf, solt, la, sib, do* }
Gt =, ;09 = { Q0 Q2. Q. D, Ou, O, Q3,20 )
4 L {do, ré, mi, fat, sol, lab, sib, do*}
\ g7 B ng’G (SZ b> B { {QO7 Q?7 Q47 QG) Q17 9—47 Q—?a 2£)0 } .
) Pour le type 7y, la suite des modes est donnée par la seconde relation (47). Nous avons

donc en choisissant toujours de faire opérer ces modes sur la tonalité de do :

(. (do) = { do, ¢, mi, fa, sol, lab, sib, do* }
B {907 927 Q47Q 179179 47§2 27290}
i N {do, ré, mib, fa, solb, lab, sib, do* }
g9_g7_2471(,r€>_{ {Q[)a Q27 97379 1>Q 679 47£-2 27290}
i { do, réb, mib, fab, solb, lab, sib do* }
glO B gT§’2 (mZ) { {QOa -5 9—37 Q—Sa Q—G) Q—47 Q—Q7 290}
4 B {do, ré, mib, fa, sol, la, si, do*}
gll B gTé’s (fa) B { {QOa QQ; 9—37 Q—la Ql? Q37 Q57 290}
i B {do, réb, mib, fa, sol, la, sib, do*}
g12 B gT§’4 (SOZ) B { {Q()) Q—57 Q—37 Q—l? Qh Q37 Q—Qa QQO}
Ty (lab) { { do, é, mi, fat, solt, la, si, do* }

T2 {QO7 QQJ Q47 Qﬁ? Q8 ) Q37 Q57 290}
i Sy {do, ré, mi, fat, sol, la, sib, do*}
| 91=0,, 60 ={ 100 60 0 e o o 2 361 ).
° Pour le type classique 74, la suite des modes est donnée par la troisiéme relation (47),

la suite plus courante des notes « sans altération ». Les tonalités de la gamme de do
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s’écrivent dans ces sept modes de la fagon suivante :

( GL =G (do) = {do, ré, mi, fa, sol, la, si, do*}
B 73,0 {Q(b Q27 Q47 Q_ 1, Qla Q37 QS? QQO}

do, 1€, mib, fa, sol, la, sib, do*
Gle =G, (€)= { }

(mi) = { { do, réb, mib, fa, sol, lab, sib, do* }

T3 {QOa 9279 37Q 17Ql7 Q37Q QaQQO}
4 _
917_g7§’2 {0, O, Qs, Oy, Oy, Oy, Q5,20 )

{do ré, mi, fat, sol, la, si, do* }

4 _
ng - ng}’g (f(l) {QO, QQ, Q4, QG, Qb Q37 Q57 290}

do, ¢, mi, fa, sol, la, sib, do* }

4 _ N = { ) ) ) ) ’ ; )

glg gT§’4 (SO ) { {QOJ 927 Q47 Q—h Qh Q37 Q—27 QQO}
4 B {do , T€, mib, fa, sol, lab, sib, do*}

Gl =G ) = | { Q0. Q2 Qg Q. D, 0, Qo 20 )

ggl :g46(5i>:

T3,

{do, réb, mib, fa, solb, lab, sib, do*}
{QO7 Q—57 9—37 Q—la Q—@n Q—4a Q—Z» 2QO } .

Le mode de do de type classique est le mode majeur et le mode de la le mode mineur. Le

\

mode de 7€ a le charme de la musique du moyen-age. Les modes de m: et de si commencent
la gamme par un demi-ton. Les modes de fa et de sol ne doivent pas étre confondus avec
les gammes de “fa majeur” et “sol majeur” et leur sib et faf a ’armure, au bénéfice de la
langueur du mode de fa et de I’éclat retrouvé du mode de sol.

11) Conclusion

° Dans ce travail, nous sommes partis d’une division trés simple de I'octave pour former
des gammes primitives a deux notes. Nous avons montré ensuite qu’avec cette notion trés
simple, 'invariance multiplicative des tonalités induit naturellement un nombre de notes a
priori infini. Nous avons ensuite proposé une définition récursive d’une famille de gammes qui
permet de reconstruire la gamme de Pythagore et ses diverses variantes. Une classification en
type et mode utilise la structure cyclique du motif formé par la suite des tons et demi-tons.
Nous avons détaillé les gammes a sept notes, en insistant sur le fait que deux structures
seulement sur les vingt et un possibles sont utilisées dans la musique classique occidentale.

) Une telle construction théorique semble trés classique et a probablement été formalisée
en des termes voisins depuis de nombreuses années. De plus, elle peut étre enrichie par
une algorithmique plus complexe prenant comme base de construction non seulement la
seconde harmonique de la vibration d’une corde mais aussi la quatriéme au cinquiéme de
la longueur par exemple. Toutefois, il semble utile a ce niveau d’explorer quelles sont les
gammes proposées dans ce mémoire qui ont été ou sont effectivement utilisées pour composer
de la musique et quelles sont les musiques dont 1’écriture ou la tradition utilise des gammes
qui relévent d’un autre type de construction formelle.
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