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Approximation de Born-Oppenheimer
de sections efficaces totales diatomiques.

Th. Jecko'
IRMAR, Université de Rennes I,
Campus Beaulieu, F-35042 Rennes cedex.
e-mail : jecko@maths.univ-rennesl.fr

Résumé

Pour des molécules diatomiques dans la limite de Born-Oppenheimer, on construit
une approximation adiabatique de plusieurs sections efficaces totales, y compris des
sections inélastiques. On montre la prépondérance de la diffusion élastique et ’on en
donne des termes dominants. L’un d’eux contient un potentiel effectif, ce qui permet
de réduire la diffusion a celle d’'un systeme a deux corps. De plus, 'approximation
améliore une borne a priori sur d’autres sections totales.

Abstract

In the Born-Oppenheimer limit, for diatomic molecules, we approximate several
total cross-sections, including inelastic ones, by adiabatic equivalents. We show
the preponderance of the elastic total cross-section and we give leading terms for it.
One of them contains a two-body efficient potential so that the scattering behaviour
may be well-approximated by those of some two-body system. Furthermore, the
adiabatic approximation improves an a priori bound on some other total cross-
sections.

1 Introduction.

La complexité des systemes quantiques s’accroit fortement lorsque l'on passe de deux
corps a trois et plus. L’approximation de Born-Oppenheimer (cf. [BOJ), qui profite de
la différence de nature des particules, permet de ramener des molécules diatomiques a
des problemes essentiellement & deux corps. En théorie stationnaire de la diffusion, cette
approximation a été validée pour certains opérateurs d’onde de canal d’une molécule
diatomique (cf. [KMW]). Dans l'esprit de [KMW], on introduit une approximation de
Born-Oppenheimer de plusieurs sections efficaces totales, a angle d’incidence fixé, pour une
molécule diatomique. Pour approximer des sections efficaces totales inélastiques, I’approxi-
mation de [KMW], de la résolvante par une résolvante adiabatique, s’avere insuffisante.
On utilise celle de [Jec-2], rappelée dans le Théoréme 2.3, car I'opérateur adiabatique PAP

1. previous address : Fachbereich Mathematik MA 7-2, Technische Universitit Berlin, Strasse des 17.
Juni 136, D-10623 Berlin, Germany,
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prend en compte plusieurs états électroniques. En adaptant les arguments de [I1], [12],
[RT], [RW] et [W], certaines sections efficaces totales de la molécule diatomique sont ap-

proximées par des sections efficaces totales construites a partir de 'opérateur adiabatique
PAD,

Comme dans I'asymptotique des sections efficaces totales relativement a la constante de
Planck 7 (cf. [RW] et [I2]), on montre la prépondérance de la diffusion élastique et on
exibe un terme dominant analogue. De plus, on détermine d’autres termes dominants (cf.
Théoreme 1.2) présentant un intérét physique et 'approximation précédente permet une
estimation a priori sur d’autres sections efficaces totales (cf. corollaire 1.5).

Contrairement a ’habitude, les sections efficaces totales considérées ici ne sont pas construites
a partir de 'amplitude de diffusion (cf. [AJS]). Comme dans [RW], on préfere les définir
comme des distributions sur 1'énergie, selon une idée de Enss-Simon (cf. [ES]). Le lien
entre les deux définitions est exposé formellement dans [RW] et justifié dans [Jec-1].

Pour plus de détails sur I'approximation de Born-Oppenheimer, on renvoie le lecteur aux
références indiquées dans [KMSW] et [Jec-1]. Au sujet des sections efficaces totales, on
peut consulter [I1], [I2], [RT], [RW] et [W]. Signalons que, dans [CT], amplitude de
diffusion est étudiée pour des potentiels coulombiens. Ici, les potentiels seront réguliers
avec une forte décroissance a l'infini (cf. Théoreme 1.2). Pour une approche temporelle de
la situation présente, on peut consulter [Kar]|.

Détaillons brievement le cadre de ce travail (voir aussi [Jec-2]). Considérant une molécule
diatomique & N électrons, son opérateur d’énergie, auto-adjoint dans L?(IR™N+2)), est

~ 1 1 N+2 1
H = __Axl _Q_WAM+;(_§Azj)+2‘/}j<xl_xj), (1'1)

2my X
I<j

(on a fixé la masse des électrons a 1 ainsi que la constante de Planck et on suppose que
les particules se meuvent dans IR™, pour n > 2). Les masses respectives des deux noyaux,
my et mg, sont grandes devant 1 (A donné par (2.5) sera donc petit), les fonctions réelles
Vi; représentent les interactions bilatérales entre particules et A, désigne le laplacien en
la variable z;. Soit a = (A, A2) une décomposition de {1,..., N + 2} en deux amas telle
que j € A;, pour j € {1,2}. En effectuant un changement de variables convenable, on est
amené, apres retrait du mouvement du centre de masse, a étudier I'opérateur

P(h) = —h*A, + P(R) + L(h),

agissant dans L2(IR"VFV) (voir la partie 2 pour les expressions de P%(h) et I,(h)). L’ha-
miltonien interne P%(h) est la somme des opérateurs d’énergie de chaque amas, considérés
comme isolés, et le potentiel inter-amas I,(h) rassemble les interactions entre particules
appartenant a deux amas différents. La variable z € IR"™ représente la position relative
des centres de masse des amas et on note par y € IR™" les autres variables. On considere
la famille des hamiltoniens électroniques P.(x;h),z € IR™ h < hg, pour un certain hg > 0
petit, définis par

P.(x;h) = P*h)+ I,(x;h), Yz € IR", Vh < hy.
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En physique, ce sont précisément ces opérateurs pour h = 0 (c’est-a-dire pour une masse
nucléaire infinie) qui représentent la molécule dans I’approximation de Born-Oppenheimer.

L’évolution libre de référence sera la restriction a un sous-espace propre de P*(h) de
t s e P avec Py(h) = —h*A, + P(h).

En notant (x) = (1+ |z|?)/2, les interactions bilatérales apparaissant dans ces opérateurs
seront des fonctions V' € C*(IR™; IR), vérifiant, pour un certain p > 0,

VYo € IN", 3C, > 0; Yz € IR", |0°V (z)| < Cy(x)~P7ll, (D,)

Construisons maintenant lopérateur adiabatique PAP. Soient By < ... < E, les r
premieres valeurs propres du spectre discret de P%(0), chaque E; étant de multiplicité
p;, pour j € {1,---,r}. Pour chaque j, on suppose quil y a exactement p; “courbes”
x +— \ji(x;0), pour I € {1,---,p;}, de valeurs propres \;(z;0) de P.(z;0) (répétées au-
tant que leur multiplicité), qui tendent vers E; lorsque |z| — oo. De plus, on suppose
que ces applications x — Aj;(2;0), a valeurs dans le spectre o(P.(x;0)) de P.(x;0), sont
globalement définies sur IR™. On impose la condition de stabilité suivante.

Définition 1.1. Pour § > 0 et pour tout j € {1,--- 7}, on considére la condition (H; )
sutvante : il existe des fonctions e; + et E; . et des nombres réels hjs > 0 tels que, pour
tout h < hjs,

( . )
nf 1B (2) —eja(z)] 2 0.

Ve e IR", e;_(z) < E;_(z) < eji(x) < Eji(v),
(Hj5)
Vo € IR", Aji(2;0),..., N, (2;0) € |E;_(2); ;4 (2)],

| v e B, o(Puaih) 0 ([ (@) By (2)] U les (@) Bye (@)]) = 0.

Sous la condition précédente, pour le méme 0 et pour hs = min;<;<, hjs, en notant par
i, _(2).e;4 () la fonction caractéristique de l'intervalle |Ej _(x),e; ()], on introduit la
condition suivante. Il existe un Ry > 0 tel que, pour tout |x| > Ry et tout h € [0, hs],

dim Im (]I]Ej’(x)ﬁj%(x)[ (Pe(:L'; h))) = pj. (vaé)’

Si ces conditions (H;s) et (Hjs) sont satisfaites, pour un certain § > 0, on dira que E;

vérifie ’hypothese de stabilité semi-classique.

Pour h assez petit, il existe aussi une valeur propre Aj(z;h) de P.(z;h) qui tend vers
Nji(z;0) lorsque h — 0 (cf. [Jec-2]). De plus, a I'aide d'une formule de Cauchy, on peut
exprimer le projecteur spectral II(z;h) de P.(x;h), associé a toutes les valeurs propres
Aji(x; k). Au moyen d’une intégrale directe, on définit

[I(h) = /EB [I(z; h) dx.

n
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La partie adiabatique de P(h) est donnée par
PAP(h) = TI(h)P(h)IL(R).
On s’intéresse aux sections efficaces totales issues d’un canal d’entrée

a = (a, Ea(h), ¢a(h)), 1.e. P*(h)da(h) = Ea(h)da(h) et |[0a(h)|2myyy = 1, (1.2)

dont I'énergie E, (h) tend vers E; (1 < j, <r) quand h — 0. Pour un tel canal d’entrée
a et pour des canaux de sortie 3, de décomposition a et d’énergie discrete, 'existence
des sections efficaces totales, & angle d’incidence fixé w sur la sphere S™™! o, (-,w; h) et
0ga(+,w; h) (cf. partie 2) est connue pour p > 2 (cf. [RW], [W]). De méme, on montre
I’existence des sections efficaces totales ad1abat1ques correspondantes, construites a partir
de l'opérateur PAP(h). Le résultat principal de ce travail est le suivant.

Théoreme 1.2. On suppose que les potentiels vérifient la condition (D,) pour un certain
p > ”T“ et que Uhypothése de stabilité semi-classique (cf. Définition 1.1) et I’hypothese
de “non-croisement” (cf. Définition 2.1) sont remplies pour chaque E; (1 < j <r). On
suppose aussi que

zelR™

E, < EA? = inf inf{a(Pe(:v; 0)) \ {Aﬂ(x;()), w,z}}. (1.3)

Soit J C|Ej,; EAP[ un intervalle compact, de non-capture pour chaque hamiltonien clas-
sique |£1* + Nji(x;0) (c¢f. Définition 2.2), et v = ﬁ

Il existe eg > 0 tel que, uniformément pour A € J et w € S" L, on ait

= oK),
(ti-mse),
(
(h?

S

O
= 0

h Y(1—-n +1+€0>

( )
Ta(A,wi h) — 0aa(A,w; h)
oo\ wih) — a2P (X w;h)
Uﬂa()‘7w’ h) U,z?c?( )

A~~~ A/~ —~
—_ = = =

g o Ot
N N N N

y(1—-n +1+eo)

ou B est un canal de sortie, de décomposition a, dont l’énergie tend vers une certaine Ej,
(1 < jg <r)quand h — 0. En définissant n,(\) = (A — E;)Y/? et I,(x;h) par (2.6), en

désignant par H,, [’hyperplan orthogonal a w, on a, pour

I(z) = 13(37) = IL(x;h)|y=o et I(z) = fa(ZU) = <Ia(x;0)¢a(0)v¢a(0)>L2(RZN)’
oA wih) = 4C,(h) /H Sin2<m

et, si Eqo(h) converge vers Ey, alors (1.8) est aussi valable pour I(x) = Ig(x) = A1 (2;0) —
E. Ici, la fonction C,(h) vérifie Co(h) + Co(h)™t = O(1), quand h — 0.

/ I(u+ sw)ds) du + O(RYI=mFey  (1.8)
R

Remarque 1.3. [l est a noter que l’asymptotique de Born-Oppenheimer ci-dessus présente
des similitudes avec l'asymptotique relative a la constante de Planck h. Les formules (1.4)
et (1.8) pour I = I? sont celles obtenues dans [RW] pour les estimations en h. La diffusion
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élastique est prépondérante, d’aprés (1.5), comme cela était le cas dans [I2] pour U'asymp-
totique en h. Le fait nouveau réside dans le fait que 'on dispose d’une approximation
adiabatique des sections efficaces totales issues du canal o et de méme décomposition de
sortie, dont une conséquence est une estimation a priori, donnée dans le Corollaire 1.5,
sur les sections efficaces totales issues de o mais de décomposition de sortie différente (voir
aussi la Remarque 2.7). Malheureusement, nous ne disposons pas d’estimation précise des
0pa pour 8 # a, mais de méme décomposition.

Remarque 1.4. Par terme dominant, on entend ici un terme contenant la contribu-
tion principale de ['asymptotique. Physiquement, il est naturel d’avoir un terme dominant
dépendant des intégrales de recouvrement I,(z), comparable & celui obtenu dans [W] pour
les hautes énergies. Le terme dominant contenant l.g, spécifique a la situation présente,
est d’une grande importance physique puisqu’il signifie que la diffusion issue du canal o
peut étre réduite a celle d’un systéme a deux corps, muni de ce potentiel.

Considérons un canal ¢, associé a une décomposition différente de a, et supposons que la
section efficace totale osq(-,wo; h) existe (cf. (2.1)) sur un voisinage ouvert J de .J, pour
un certain wy € S"~'. Cest en fait un opérateur auto-adjoint, positif et borné sur L*(J)
(cf. Proposition 2.6). On note par || - || la norme d’opérateur sur L?(.J). Alors que les

estimations (1.4) et (1.5) fournissent seulement
030 (-, wos B)|| = O(RIH=*e0), (1.9)
les approximations (1.6) et (1.7) permettent d’obtenir le

Corollaire 1.5. Sous les hypotheses du Théoreme 1.2 et les conditions précédentes, la
section efficace totale o5 (-, wo;h) se prolonge en un opérateur auto-adjoint, positif et
borné sur L*(J), dont la norme d’opérateur sur L*(J) vérifie

50 (- wos B)|| = O(RII=WHF), (1.10)

Enfin, on peut se demander si les résultats précédents sont optimaux. La présence du ¢
dans (1.6) et (1.7) suggere que approximation adiabatique est en fait meilleure. Quant
a (1.4), on démontre, pour un choix particulier d’interactions modélisant grossierement le
cas physique de la diffusion ion-ion, que le terme dominant (1.8) pour I? est non nul (cf.
partie 5). On utilise pour cela un argument de [Y].

Ce travail est organisé de la fagon suivante. Les sections efficaces totales sont définies et
exprimées dans la partie 2. Admettant (1.4), (1.6) et (1.7), on y montre le Corollaire 1.5.
Dans les parties 3 et 4, on établit (1.4), (1.6) et (1.7). Enfin, la partie 5 est consacrée a la
prépondérance de la diffusion élastique (1.5) et aux termes dominants (1.8).
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2 Sections efficaces totales.

Dans cette partie, on rappelle brievement la définition, inspirée de Enss-Simon (cf. [ES]),
des sections efficaces totales a angle d’incidence fixé. On s’intéresse a certaines sections
efficaces totales issues d’un canal a o deux amas, dont ’existence et 1’expression en terme
de valeur au bord de la résolvante de P(h) sont connues (cf. [RW], [I2]). De la méme fagon,
on définit des sections efficaces totales adiabatiques, dont on montre ’existence et dont on
donne une expression en fonction de la résolvante adiabatique RAP(h). Aprés avoir rappelé
des estimations semiclassiques de résolvantes de [Jec-2] (cf. Théoreme 2.3), on énonce
ensuite les résultats d’approximation (cf. Théoréemes 2.4 et 2.5) qui seront démontrés
dans les parties 3 et 4. En admettant ces résultats, on prouve ensuite le Corollaire 1.5,
concernant les autres sections efficaces totales issues du canal «.

Pour définir les sections efficaces totales, on utilise le formalisme d’Agmon (cf. [A]) pour
les opérateurs de Schrodinger a plusieurs corps (voir aussi [W] ou [Jec-1]). Rappelons que
I’on considere N + 2 particules, dont N électrons. Dans IR ™+2) et son dual, on note par
(+,+) et par | - | le produit scalaire et la norme usuels, tandis que la dualité est notée par
w-r, pour w € (IR"N*2)* et r € IR™N*2) Avec les notations de I'introduction, on note
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par q la restriction de la forme quadratique

N+2
(I(T) = 2m1|$1|2 + 2m2]332|2 + Z 2|.fl?j’2
j=3
N+2
a X = {r = (21, ,TNy2) € IR™™WH2) 2y + mozs + ij = O}.
=3

La géométrie de 'espace X dépend donc du parametre h (cf. (2.5)). Soit A 1’ensemble
des décompositions en amas de {1,---, N + 2}. Pour chaque décomposition d € A, on
définit des espaces X¢ et X, supplémentaires orthogonaux dans X par rapport a ¢. On
note par mr (respectivement mgr) la projection orthogonale du vecteur r € X sur X¢
(respectivement X;). Au moyen de ces espaces, on munit A de l'ordre partiel ¢ C d <=
X¢ c X7 (cf. [Jec-1]). Apres retrait du centre de masse, on peut écrire 'opérateur H
donné par (1.1) sous la forme

H = —Ax+) V()

ou —Ayx est I'opérateur de Laplace-Beltrami sur X et les fonctions V, vérifient la condi-
tion (D,). Cet opérateur H est considéré comme opérateur auto-adjoint non borné dans
'espace L? sur X, muni de la mesure de Lebesgue. En notant par —A? (respectivement
—A,) le laplacien en la variable 7% (respectivement 74r), on pose

HY = —A"+) Vi(2°), Hy = =DAg+ HY Li(r) = ) Vi(a*

cCd cZd

si bien que H = Hy + 14(r). Soit 0 = (d, Es,s) un canal de décomposition d i.e.
H%s = Esis, |Wsllr2xey = 1.

On pose Ns()\) = (A — E5)'/2. On note par X} le dual de Xy, que I'on munit de la forme
quadratique g}, restriction a X de

N+2

¢ (&, Ens2) = —!£1|2+—|£2|2+Z el

Pour wy; € X}, de norme ¢ égale a 1, les fonctions r4 — exp(iNs(A)wq - 74) sont des
fonctions propres généralisées de —Ay de valeurs propres N3(\)? = X\ — Ej. Pour g €
C° (| Es; +00]) et mq € X4, on considere le paquet d’onde

|Wd|1/2 iNs(\warq g(\)
L — v Wald 22 7 )\,
Claulra) 2\/7 lRe Ns(A)1/2

Notons qu ‘il existe wd € Xy tel que, pour tout ry € Xy, wqg-rq = (wd,rd) On pose
W= wy / |wd|. Comme la fonction G,,, ne dépend que de la projection orthogonale sur w de
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rq (pour le produit scalaire usuel de IR™N +2)), on a choisi la constante de normalisation
de G,,, de sorte que

|Gl oy = N9llzmy

Soit C l'ensemble des canaux. Pour tout canal de sortie 7 € C, on voudrait appliquer
'opérateur T, de transition de 7 & ¢ (bien défini cf. [SS]), & G, (7ar)ws(7ér). Malheu-
reusement, cette derniere n’appartient pas a L?(X). Elle ne décroit pas les directions
orthogonales a w, c’est pourquoi 'on introduit une régularisation (Hg,,,)r>o formée de
fonctions de la variable mgr — (w, mgr)w, qui appartiennent a I'espace de Schwartz et qui
tendent ponctuellement vers 1 lorsque R — oo. Si, pour toute fonction g € C§°(] Es; +00]),
la limite

. 2
]-%E;I(;lo ||TT5HR,wd Gwd 7706 | |

existe, ne dépend pas du choix de la régularisation et si ces limites définissent une forme
quadratique ¢,s, continue sur C§°(]Es; +00[), alors, en notant par B,s la forme sesqui-
linéaire associée a ¢.4, la section efficace totale o.4(-,wy) existe et est application anti-
linéaire continue

Co(|Es; +oo)  — D'(]Es; +00])
g +— Buslg,-). (2.1)

En notant par (-, )" la dualité entre D" et C§°, on a, pour g € C3°(]Es; +00[),
(0r(wa)(9),9)" = arolg) = N | TosHpw,Goths|”. (2.2)
De méme, on définit la distribution os(-,wy) en remplagant la limite précédente par

. 2
nggoz 15 H R oy Gogths |- (2.3)
TeC
De telles distributions n’existent pas forcément pour tout angle d’incidence ou n’existent
a priori que sur un ouvert strictement inclu dans |Eg; +oo[ (cf. [W]). On s’intéresse tout
particulierement aux sections efficaces issues du canal o = (a, E,, %) (cf. (1.2)). Soient
B = (a,Es,s), avec Eg — E;

sy quand h — 0, (2.4)

pour un 1 < jg < r (Ej, # Ej, est possible si r > 1) un canal “adiabatique” et cAD
Pensemble de tels canaux. D’apres [RW] et [W], sous la condition (D,) avec p > 25, les
sections efficaces totales o, et o, existent en dehors des seuils de H, pour tout angle
d’incidence, elles s’identifient a la multiplication par des fonctions continues de 1’énergie
A, encore notée o, et og,, et ces fonctions s’expriment en fonction de la valeur au bord

de la résolvante de H.

Afin de procéder aux estimations semi-classiques, on introduit les variables (z,y) et on
exprime tous les objets en fonction de ces variables (voir [Jec-1] pour plus de détails).
Tandis que la variable x € IR™ repere la position relative des centres de masse des amas,
on prend des coordonnées atomiques dans chaque amas. On obtient ainsi N variables
internes que 'on désigne par y € IR™. Pour k € {1,2}, notons par A, I'ensemble des
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électrons de 'amas Ay, par |A}| le cardinal de cet ensemble et par My = my + |A}] la
masse totale de 'amas Aj. Le petit parametre h et les opérateurs P*(h) et I,(x;h) sont
alors donnés par

1 1 1/2
h = 2.
(am+am) 2
. = 1 1 1
Poh) = YD (58 V) =5 2 Y Vi 5 > Vilu— )|
k=1 |jear ko jear LjEAL

L(zh) = > Viw—y+a+fo—fi)+> Velz—fi+frtu)

le Al jeA) le A}
+ZVlj(l"_f1+f2_yj)+‘/12(33_f1‘|“f2)7 (2.6)
JEAL
ou les quantités f; = Mik ZjeA;c yj, pour k € {1,2}, dépendent de h (le “-” désigne le

produit scalaire des gradients). Pour [ < j, on a posé Vj(2) = Vi;(—=2).

Les sections efficaces totales s’exprimant en fonction de résolvantes, on a besoin de
controler semiclassiquement ces dernieres. Le Théoreme 2.3 suivant s’en charge. Préalablement,
introduisons deux notions requises dans ce théoreme.

Définition 2.1. Pour j € {1,---,r}, on dit que E; vérifie la condition de “non-
croisement” si les valeurs propres de P.(x;0), qui tendent vers E; lorsque |z| — oo,
vérifient, pour un certain l1(j) € {1,--- ,p;},

Vo € IR", )\]1(1370) <... < )\Jl(])(x, O)

Définition 2.2. Etant donnés un hamiltonien classique p : IR*™ — IR et une énergie
E € IR, on note par p ' (E) la surface d’énergie E

p(E) = {(@.6) € B*; p(z,€) = B}.
On dit que l'énergie E est non-captive pour [’hamiltonien classique p si l'on a

Yiw.&) ep l(E), lm [B(z|=o00 et Tim ¥z, = o0,

! désignant le flot hamiltonien associé a p et || - || la norme euclidienne sur IR*". Un
intervalle J est dit non-captif pour [’hamiltonien classique p si toute énergie E € J [’est.

Considérons, sous 1’hypothese (1.3), un intervalle compact J, non-captif pour les hamil-
toniens classiques |£]* + A\;;(z;0) de sorte que

sup J < E4P. (2.7)
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Théoreme 2.3. ([Jec-2]) On suppose que les potentiels vérifient (D,) pour un réel p > 0.
Soit By < ... < E, € 0gi5c(P*(0)) vérifiant chacune [’hypothése de stabilité semi-classique
(cf. Définition 1.1) et U’hypothése de “non-croisement” (cf. Définition 2.1). On note

Vz e @\ IR, R(z;h) = (P(h) — z)_l, RAP(z;h) = (PP (h) — z)_l.
Pour toute énergie E ¢ {0} U{E;,1 < j < r}, non-captive pour chaque hamiltonien

classique |£]* + Nji(x;0) (cf. Définition 2.2), 1 < j <r et 1 <1 <I(j), pour tout s > 1/2,
uniformément pour \ assez proche de F,

()= RAP (A £ 00 )IL{z) || = O(h™"). (2.8)

Si, de plus, les potentiels sont a courte portée (p > 1) et si E < EAP | alors, pour s > 1/2,
uniformément pour \ assez proche de E,

(@)~ R(A£40; h) ()| = O(h™"), (2.9)

H (:L'>‘S{R(>\ +0; h) — RAP(\ + 40; h)n} ()~

= 0(1). (2.10)

Soit J un intervalle ouvert relativement compact, contenant J, non-captif pour les ha-
miltoniens classiques ||* + Aj(z;0) et vérifiant (2.7). Les canaux de décomposition a,
dont I'énergie ne tend vers aucune des £}, sont “fermés” sur J puisqu’elle est supérieure &
EAP pour h petit. Sur cette bande d’énergie, on va étudier semi-classiquement les autres
sections efficaces totales, que 1'on exprime d’abord en fonction des variables (z,y).

L’angle d’incidence w, est associé & un angle w € S"~' et Ny (\) s’écrit no (A h) = (X —
E,(Rh))Y2. Pour toute fonction g € C$°(.J), le paquet d’onde G, devient

_ h_1/2 eih’lna(k;h)x'w g<)\) d\
N PO

A la place de la régularisation (Hg, )r>0, on prend une famille (hg,,)r>o de fonctions de
x. Les fonctions propres v, et )3 de H* sont remplacées par ¢, (h) et ¢(h), des fonctions
propres de P*(h) (avec les mémes valeurs propres). On note par II1g(h) la projection ortho-
gonale |pg(h))(ps(h)|. Soit x une fonction nulle pres de 0, telle que 1 — x € C§°(IR™; IR).
On pose

9w ()

Lo(h) = P(h)x — xFPa(h). (2.11)

Pour tout w € S™ !, on note par e, I'onde plane
o = M ey (1), (2.12)

En notant & la partie imaginaire, pour une certaine fonction C,(h) dépendante du choix
des variables (z,y) et vérifiant C,(h) +C,(h)™! = O(1) quand h — 0, on a, sur .J, d’aprés
[RW] et [W],

C,(h)h™!

Ja()‘>w;h) = n ()\h)

%<R(>\ i0; B) Lae | Iaea>, (2.13)



Th. Jecko, 17/04,/00 11

Co(h)h!

0pa(A,wih) = ()

<%<R(A+@'O)Laea , X2H5Laea> (2.14)

_%<LQH5XR()\ +i0)Loea , RO\ + iO)Laea>> .

On construit maintenant des sections efficaces totales adiabatiques associées a I'opérateur
PAP(h). Comme P%(h) — P%(0) en norme des résolvantes, lorsque h — 0, chaque E; est
limite de p; valeurs propres de P*(h). Notons par Ily(h) le projecteur spectral de P¢(h),
associé a toutes ces valeurs propres. On introduit les opérateurs d’onde adiabatiques
OAD —s_ 1 ih=1tPAP (h) —ih*ltPa(h)H ‘
(h)=s— lim e € o(h)
Dans [Jec-2], l'existence et la complétude de ces opérateurs d’onde sont démontrées. On
peut donc définir un opérateur de diffusion adiabatique S4P(h) par

SAD (B = (QﬁD(h))*QéD(h).

Pour 3 € CAP (cf. (2.4)), on proceéde comme précédement avec les différences suivantes.
Le role d’opérateur de transition de o a 3 est joué par

I, (SAD - %) I1,.

La somme intervenant dans la définition de o/!* porte sur CAP

On pose

et est multipliée par C,(h).

VAP(R) = PAP(h) — P,(h) et LAP(h) = PAP(h)x — xPa(h). (2.15)

Dans [Jec-1], on montre, en adaptant les arguments de [RW] et [W], que les sections
efficaces totales o420 et ag‘f existent sur J, pour tout angle d’incidence w € S™~!, comme
multiplication par des fonctions continues de 'énergie A, que I’on note encore par o/\P et

AD ;
03, » données par

Co(h)h™! :
AD oy o L o/ pAD .\ AD AD
o7 (A w;h) = N T \9<R (A +1i0; L)V, , V ea>, (2.16)
Co(h)h~! |
AD _ L & AD AD 2 AD
Ohe (A W) = () <\9<HR (A +1i0) L e, , x“1BIIL ea> (2.17)

—%<LADH5XRAD(/\ +i0ILPe, , RAP (N + z'O)HLADea>> .

En reprenant les techniques développées dans [RW], on approxime, pour a donné par (1.2),
la section efficace totale o, par la section adiabatique 027 et on détermine une majoration
de ces deux sections. En utilisant des techniques analogues a celles de [12], on approxime
aussi les sections og,, avec § donné par (2.4), par leur équivalent adiabatique. C’est
I'objet des Théoremes 2.4 et 2.5 suivants. Les preuves de ces théoremes sont renvoyées
aux parties 3 et 4.
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Théoreme 2.4. On se place sous les hypothéses du Théoreme 1.2. Uniformément par
rapport 4 X € J et w € S"7L, on a (1.4) et il existe ¢g > 0 tel que l'on ait (1.6).

Théoreme 2.5. Sous les hypotheses du Théoreme 1.2, il existe ¢g > 0 tel que, uni-
formément par rapport a X € J et w € S, on ait (1.7).

A partir de ces deux théoremes, on peut donner une estimation des autres sections efficaces
totales issues du canal «, du moins de celles qui existent, et établir ainsi le Corollaire 1.5.
On s’intéresse donc aux sections og,, pour un canal § associé a une décomposition d # a.
Si une telle section existe sur J, comme application antilinéaire continue de C5°(.J) dans
D'(.J), alors les propriétés de o, lui impose d’étre un opérateur borné sur L2(.J)! D’apres
[RT], la section efficace totale o, est la multiplication par une fonction continue, encore
notée o,.

Proposition 2.6. Dans les conditions du Théoreme 2.4, soient 7 € C et wy € SnL tels
que la section efficace totale 0,4+, wo; h) soit définie sur J. Alors, elle se prolonge en un

opérateur auto-adjoint, positif et borné sur L*(J). De plus, sa norme d’opérateur vérifie

lora (s wos )T < ol wos )| Lo (-
Démonstration : Pour toute fonction g € C$°(J) et tout R > 0,
2
| <3
T'eC

En laissant tendre R vers U'infini, on obtient, d’apres (2.2),

2

Tnx hR,wo gwo ¢a TT’a hR,wo gwg 92501

0 < gralg) < /

oalh i lgN)PAN < (supoa(cwoih)) llgl2a,
R J

Puisque C5°(J) est dense dans L?(.J), on en déduit, d’apres [K], que la forme quadratique
¢ra S'étend en une forme quadratique positive et bornée sur L2(J). L'opérateur auto-
adjoint positif borné associé n’est autre que le prolongement de la section efficace totale
0o €t vérifie
[ora(sswos )| < supoa(,woih). O
J

En admettant les Théoremes 2.4 et 2.5, on montre maintenant le Corollaire 1.5. Les
arguments qui suivent, permettent aussi d’obtenir, a I'aide de (1.5), 'estimation (1.9).
Pour I'asymptotique relative a la constante de Planck, on obtient de méme (1.9) a partir

de [RW] et [I12] (h remplagant h).
Démonstration (du Corollaire 1.5) : Par définition de 04" (-, wo; k) et des 052 (-, wo; h)

et compte tenu du fait que ce sont des fonctions continues sur J,

Yhe J, a2P (N wo;h) = Z agD()\,wo;h) (2.18)

«
ﬂGCAD
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Pour toute fonction g € C5°(J) et tout R > 0,

2

HTdahR,wogwo ¢o¢ TrahR,wogwo ¢a

2§;‘

2
+ Z HTﬁahR,wogwogba
GCAD
En prenant la limite lorsque R — oo, on obtient,

Galg) + /B Ta (A MgV PdA < /R 0alXwoi ) g(A)PdA.

pecAp

D’apres la proposition 2.6 et en utilisant sur J les approximations (1.6) et (1.7), la relation
(2.18), on obtient (1.10). O

Remarque 2.7. Pour un intervalle owvert J C J et g € C(J), soit Gsa(g) donné par
(2.2) en remplacant la limite par une limite supérieure. La preuve précédente montre qu’il
existe ¢g > 0 tel que

sup{@sa(g) g eCx(J), HgHiQ(j) = 1} — O(p-m+iray

3 Preuve du Théoreme 2.4

L’objet de ce paragraphe est de prouver le Théoreme 2.4. On reprend la démarche suivie
dans [RW] et [RT]. Le point nouveau réside dans la présence du projecteur I1(z), que I'on
controle grace a la Proposition 3.1 ci-dessous. Par souci de complétude, on détaille les
arguments, redémontrant ainsi certains résultats de ces références. La preuve se décompose
en plusieurs étapes.

A partir des expressions (2.13) et (2.16), a l'aide de la Proposition 3.1 et de la Re-
marque 3.2 suivantes, on va en fait prouver, en parallele, (1.6) et

o (N w;h) = O(RI—™). (3.1)

Proposition 3.1. ([Jec-2]) Sous la condition (D,) (p > 0) et sous Uhypothése de stabilité
semi-classique (cf. Définition 1.1), pour tout 1 < j <,
02 (w5 ) — To(h))

Yo € IN", 4D, > 0; Vx € IR", < Da(:)s>_p_‘°‘|,

Y

Yo e IN", 4D, > 0; Vx € IR",

[CIACIONAT

R [CRAICDNERY

< Da@)—p—lal7
)

uniformément pour h € [0, hs), hs assez petit. On a noté par||-|ly la norme de L(L*(IRpN)).
Comme I1(x; h) est un projecteur, pour tout (z;h),

I(x; h)(VID) (z; h)II(x; ) = 0.

Notons de plus que les estimations ci-dessus sont basées sur la décroissance exponentielle,
uniforme en h, des fonctions propres de P*(h) associées aux valeurs propres qui tendent
vers les E;, 1 < j <, lorsque h tend vers 0.
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Remarque 3.2. En utilisant le fait que €™M est une valeur propre généralisée de

—h?A, et ¢o une valeur propre de P, on obtient (la dépendance en h est omise)
Iea = (P—MNe, et
VAPe, = M[-h?A,, Teq + e, + AIT—Tlg)eq = (PP — Neg,.

Détaillons la deuxiéme égalité (Pautre est claire). Avec IT =1 —1I,
PAPe, = TI(—h*A,)le, + II(P* + I,)eq
= na(\;h) e, + H[—R%*A,, e, + HE e, + 1,e,
= Mle, + I[—h?A,, H]e, + e,
= Xeq — Ale, + I[—h2A,, e, + IT,e,
et VAP, = (PAP — P)e, = P*Pe, — (—h?A, + E,)eq = PAPe, — de,.

Les trois termes constituant V4Pe, sont O({z)~*) (cf. Proposition 3.1) mais

AIT —Tp)e, = —MlIlpe, = —Mle,
se distingue des deux autres car, si A n’est pas une valeur propre de PAP,
RPN+ 0N —Tp)e, = Ile,. (3.2)
Comme ITII = 0, II est auto-adjoint, (2.16) devient, grace & (3.2),
Co(h)h™1
o2P(\ w;h) = % %<RAD()\ +i0; )TV APe,, | HVADea>. (3.3)
N\ A;

Soient § > 0 et n = (1 4 §)7. On considere Zj’:l X; = 1 une partition de 'unité sur IR",
dépendante de h avec, pour 1 < j <3, x; € C*(IR™IR),0 < x; <1let

suppx1 C {|z| <2r77} , x1 = 1 sur {|z| <h},
suppxs C Cy ={h™7 <|z[ <3h7™"} |, xo = 1 sur {2h77 <|z| <2h7"},
suppxs C {|z| > 2h7"}.

On impose de plus qu’uniformément en h,
Vo € IN", 3D, > 0; Vj € {1,2,3}, [0%x;(x)] < Dg(x) " (3.4)

Ceci est possible car les ensembles {z; x;(z) = 0} et {z; x;(x) = 1} s’éloignent I'un de
I’autre quand h — 0. On décompose les deux sections de la facon suivante

Co(h)h™!
oa(Awi;h) = ﬁ Z oik(A w; h), (3.5)
A 1<5,k<3
C,(h)h™!
aiP(\wih) = o o’ (A wi h), (3.6)
na(; ) 1§j,zk§3 ’

avec, pour j, k € {1,2,3}, d’apres (3.3),
o wih) = S(RO+i0: W)X Luca s Xeluta ),

UﬁCD()‘W‘J;h) = %<RAD()\ + 10; h)XjHVADea , XkHVADea>,
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Proposition 3.3. Si x,0 € C°(IR"™; IR) et A € J, alors
R\ +i0; h)xlseq = Xea + R(A£i0;h)[x, —h*A.]eq,
RAP(N+£i0; h)xVAPe, = xea + RAP (N £140; h)[x, —h2A, ey,
%<R()\ +00; B)x oea | 91a6a> + %<R(/\ +00; h)Blen | XIaea>
- %<R(/\ +i0: 1) [x, —h*AJen , [0, —hQAx]ea>
+ %<R()\ +430; B)[0, —h2A)ea , [x. —h2Az]ea>,
%<RAD()\ +0; h)xVAe, | evADea> + %<RAD()\ +i0; )V A e, | XVADea>
- S<RAD()\ +00; ) [x, —h2A, e, , TI[0, —hQAx]Hea>

+ %<RAD()\ +i0; W)Y, —h2A, e, , T —hQAz]Hea>.

Démonstration : Elle s’appuie essentiellement sur la Remarque 3.2, voir [Jec-1]. O

Démonstration (du Théoréme 2.4) : La preuve découle de plusieurs lemmes répartis
sur cing étapes. On n’écrira pas toujours la dépendance en h.

Premiere étape : On écarte des termes négligeables.

Lemme 3.4. Si l'un des indices est 3 alors il existe g > 0 tel que, uniformément par
rapport a A € J et w € S"7L,

oAP (A wih) = O(hTH=mt) ¢
k(A wih) — UﬁD()\,w; h) = O(RIH10-m+1+e0),
Démonstration : Soient 1/2 < s < s < p—n/2, on a, d’apres la Proposition 3.1,

H <x>S/X2]a6a

= CH (z) /2 (e Tsuppx» (7) <$>n/2+s_p

O(RYP=n/2=9)) = O(pl+r(1=n/2-3)) (3.7)

car (z)~"/?=(=) ¢ [2(IR") et vp = 1 4 . Comme
[—-hr*A,, Ole, = —h*TI(A ey — 2ing(A; R)AI(V,II) - we,,

H<x>SIX2H[_h2AmH}€aH < ChH<x>—"/2—(8—8’)]lsuppxz(x)<x>n/2+s—p—1
O(h1+’Y(P+1—n/2—s)) - O(h2+’y(2—n/2—s))’ (3.8)

toujours grace a la Proposition 3.1. D’apres la Remarque 3.2,

V4P, = T[-h*A,, e, + 1 e,
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ot H <I>S/X2HVAD€a _ O(h1+7(1_n/2_5)>.

De méme, comme 1 = (1 + §), on obtient

H<w>s’><31aea = O(h"e272)) = Q(ptTtimn/2mrniomn/2=s)), (3.9)

H(ZL‘>S/X3H[—}L2AW H]Ga _ O(h1+n(p+1—n/2—s)) _ O(h2+'y(2—n/2—s)+5'y(p+1—n/2—s))

et H <'Z‘>S,X3HVAD€0¢ — O(h1+’7(1—n/2—8)+5'y(p_n/2_5))‘

D’apres (2.8), on a donc, pour j, k € {2,3}, (j,k) # (2,2),

U;}CD(A,W; h) _ O(hfl)O<h1+'y(17n/27s))O(h1+'y(1fn/27s)+6'y(pfn/27s))
O(h1+'y(1—n)+’y(1—25)+6’y(p—n/2—s))

avec (1 —2s) + 0v(p —n/2 — s) > 0 pour s assez proche de 1/2. Grace a (2.10),

%<{R(/\+i(); h) — RAD () + i0; h)H}Xj]aea , szaea> = O(hO)O(RIT(1=n/2=5)+6(p=n/2=5))
O(h1+’y(1—n/2—s))
— O(h1+v(1—n)+1+7(1—28)+57(p—n/2—8))

et les autres termes de la différence o, (A, w; h) — aﬁcD()\,w; h) sont du type

%<HRAD()\+z’0;h)XjH[—h2Aw,H]ea,kaaea> _ OO/
O(h2+'y(2—n/2—s))

_ O(hlﬂ(l*n)ﬂﬂﬂ(l*%)>.

Il reste donc a estimer les termes faisant intervenir x; et x3. Pour cela, on transforme
'expression de RAP (X +40; h)x;VAPe, en utilisant la Proposition 3.3. On en déduit que

or (A wih) = %<X1€a , X3VAD€a> + %<RAD(/\ +i0; h)[x1, —h*A,Te, , X3VADea>,
- %<RAD()\ +40; W) [x1, —h2A,)Te,, | X3VADea>
car y1x3 = 0. Pour évaluer ce dernier terme, calculons
v, —h2A]Tle, = (h2(AX1)H + 2h(Vx1) - h(VIT) + 2ina (A h)A(Vx1) WH) Ca.
D’apres les propriétés de xi, notamment (3.4),

@) bew, 12200, | = Otz

ot ang()\,w;h) — O(h*1+1+’y(1fn/275)+1+’y(17n/275)+6'y(p7n/27s))

O(h1+v(1—n)+7(1—28)+57(p—n/2—8)) ’
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avec y(1 — 2s) +0v(p —n/2 — s) > 0 pour s assez proche de 1/2. L’étude de o4’ (X, w; h)
est similaire en utilisant I'expression de RAP(\ — i0; h)x1V*Pe, de la Proposition 3.3.

On étudie maintenant la différence o;5,(\, w; h) — ajk D\, w; h) pour (j, k) = (1,3) (ce sera
analoque pour (7, k) = (3,1)). D’apres la Proposition 3.3,

Tis(\,wih) = S<R(A+z’0; )1, —h2AJea | X31a6a>

On est donc ramené a estimer la différence

S(RO+0: ) xr, —W e+ xalucn) = S(RY(A+i0: )T, —h*ATeq , xaV*Peq )

= %<R()\—H’O; h)[x1, —h*Aeq X3]a€a> - %<RAD()\+Z'O; ) [x1, —h*A)eq , X3VAD6Q>
%<RAD(>\ +40; B)IT [[Xl, “h2A,), H} € s ngADea>.

Le dernier terme est d’ordre (en h)
1491 —n)+2+2y+~(1 —2s) +dy(p —n/2 —s)

car [[Xl, —h?A,), H] = 2h(Vx1) - h(V,II). Il s’agit donc d’évaluer la quantité
%<{R()\ 440, h) — RAP(\ 4 i0; h)H}[Xl, CR2Aen X31a6a>

S(RAP(+i0; [, ~h*AuJea s Xa[~h2 Ay, Tea ).
D’apres les arguments précédents, ces deux termes sont d’ordre
I+v(1—=n)+14+~(1—=2s)+0y(p—n/2—3)
avec y(1 — 2s) + dv(p —n/2 — s) > 0 pour s assez proche de 1/2. O
Deuxiéme étape : En rappelant que I2(x) = I,(z; h)|y—0 et na(X) = na(X;0), on pose

fi=2ina(NAh(Vx1) - w et fo = xaIC. (3.10)
Lemme 3.5. I existe ¢g > 0 tel que, pour 1 < j, k < 2, uniformément sur J x S™ 1,

O-ﬁfD()\’ W, h) = %<RAD()\ + ZO, h)Hfjea , fk€a> + O(hH—W(l—n)-‘reo)?

oik(\ w; h) — oA\ wih) = %< (A 40 h) — RAD()\+iO;h)H}fjea, fkea>
+

O(h1+7(1 n +1+60)
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Démonstration : Commencons par o{i”. D’apres la Proposition 3.3,
AP\ wih) = %<RAD()\ 00 I [yy, —h2A,Teq , [x1, —hQAx]Hea>.
En écrivant
[x1, —h*A e, = flﬂea—Zih(Vxl)-ih(VIH)ea+h2(Axl)Hea—i—Qih(na()\; h)—na()\)>l_[ea
et en utilisant (3.4), la Proposition 3.1 et n(A\; h) — ny(\) = O(h?),
o2 (A wih) = S(TTRAP (A + 10 h) fiea , fiea )

_ O(h—1+1+’y(1—n/?—s)+2+'y(1—n/2—s)+min(1;‘/)) — O(h1—|—7(1—n)+'y(1—25)+1+min(1,'y))

avec y(1 —2s) + 1+ min(1,v) >0 pour s assez proche de 1/2. De plus, toujours grace a
la Proposition 3.3, o11(\,w; h) — o{iP (A, w; h) est

= < (A +10; h)[x1, —h*AL)eq [Xl,—h2A$]6a>
= S(RYP(+i0; [y, ~h2Aeq , [x1, —h2A,]Teq )

= < R(X\ +1i0; h) — RAP (X + i0; h)H}[Xl,—h2Ax]ea, [Xl,—thx]ea>
— %<RAD A+1i0;h H[[Xl, —hQAz],H] €a > X1 _h2A1]6a>
<RAD (X +140; R)II[x1, —h*A e, , [[Xl, —hQAx],H} ea>

(x>"+2[[ X1, —h?A,] }H ) d’aprés la Proposition 3.1. Les deux derniers

termes sont donc d’ ordre

avec

—14+1+9(1—-n/2—=8)+24+v(p+2—n/2—5) = 1+v(1—n)+(1—2s)+2+27.

Quant au premier terme, on l'estime comme précédemment avec un gain en h du a la
différence des résolvantes (cf. (2.10)). Il est d’ordre 14+ ~(1 —n)+~(1 —2s) +2+min(1, )
en h, apres retrait du terme

<{R(>\ +40; h) — TIRAP(\ + i0; h)}flea , flea>.

Passons au cas ou (j,k) = (2,2). On a
oAD(\,wih) = %<HRAD()\+Z'O; h)x2VAPe, | XQVADea>
= §<RAD()\ +40; h)IIxo 64 | X2Ia€a>
%<RAD()\ 405 B) s [—h2A,, T]Te, | X21a6a>

%<RAD()\ 4005 )Xo Luea ; Xo[—h2A,, H]Hea>

+ o+ o+

%

(RAP( 40 )T k2 A, Ty, xo[—h2Aq, T]Te, ).
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Les trois derniers termes sont d’ordre
—1+1+79(p+1—=—n/2—=s)+v(p—n/2—35) = 1+~y(1—n)+~(1—2s)+1+7.

Le potentiel inter-amas I, est composé de potentiels du type V(x — L(y) — Li(y)), ou V'
vérifient (D,) pour p > 1 et ou les applications L, L, : IR™ — IR™ sont lindaires et
vérifient ||L|| = O(R°) et ||Ly|| = O(h?). Par la formule de Taylor,

V(m—L(y)—Lh(y)>—V(m) - —/OI(VV)(x—tL(y)—tLh(y))-<L(y)+Lh(y))dt. (3.11)

Comme la fonction y (L(y) + Lh(y)>¢a(y; h) appartient a L2(]RZN) et que sa norme

est uniformément bornée en h (d’apres la décroissance exponentielle des fonctions propres,

cf. Proposition 3.1),
| (1) = 12(@))ea

uniformément en h. Ainsi, on a une petite amélioration en h

=O((x)™"™),

L2(RyN)

|0 ol = 1ea|| = O(erizme=sy = orez) (3

pour 1/2 < ¢ < s < p—n/2, par rapport a (3.7). On en déduit donc

%<RAD(/\ 403 B IIxaLuen | X21a6a> . %<RAD(/\ +0; B)ITxo %, | X2126a>

— O(h~ /2= 2on/2-8) ) (-2 o

o (N, w;h) = %<RAD()\ +i0; h) o 0¢e, | X212€a> + O(ptU-n+y(I=2s) 414y
L’étude de la différence ooz(\, w; h) — 0457 (X, w; h) se ramene donc & la différence
<{R()\+20 h) — RAD()\JriO;h)H}XgIaea , Xglaea>
- %<{R(A+20 h) — RAP(\ + i0; h)II }Xﬂgea , X2136a>
<{R()\ +i0; ) — RAP(\ + i0; h)H}XQ(Ia — %eq X2]aea>
+ \9<{R(/\ +40; h) — RAP (X 4 40; h)H}Xglgea , xe(l, — ]2)ea>.

D’apres (2.10), ce terme est d’ordre

O+v(p+1—n/2—8)+v(p—n/2—8)=1+~v(1—n)+~v(1—2s)+1+~
avec (1 — 2s) 4+~ > 0 pour s assez proche de 1/2.

Examinons maintenant oi5” (), w; h) + 052 (A, w; k) qui vaut, d’apreés la Proposition 3.3,

_ %<RAD()\+2'O; W)T[x1, —h2A, e, | XQVADea> n %<X1x2ﬂea, VADea>
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+ SR O+ 0DV e , [, —h2ATea) + S(VAPeq | xixallea)

ott la somme des deuxieme et quatrieme termes est nulle puisque IIVA ¢, = II(PAP —\)e,
et TI(PAP — )\) est symétrique. Le premier terme (le troisiéme se traite de méme) est

= S(RY™(A+0; [t ~h2Aglea . xaV*Peq) + O(pI0m -2tz
et le nouveau premier terme s’écrit

_ %<RAD(>\ +i0; W)L freq | fgea> (3.13)
RAD()\ + 20) h)Hflea ) X2(Ia - I((z))ea>

RAP(+0; )T fiea , Xal=h2Aq, e )

{
(
+ %<RAD()\ 40 W) fren , 2i(Vy - w) (na()\; h) — na()\)) Hea>
(
{
(

+ S(RP (X +i0; h)H(—hQ(Axl))ea : fzea>
(RO 0 MI(=1(Ax) e+ XalL — L)en)
+ S RAP (X +i0; h)H(—hz(Axl))ea , XQ[—hQAz,H]ea>.

+ %<RAD()\ +i0; h)H(—h2(AX1))ea . 2ih(Vy1 - w) (na()\; h) — na(A))H6a>.

Les sept derniers termes sont d’ordre 1+ (1 —n)+ (1 —2s) +min(1,v). Pour terminer,
considérons la différence

(012(>\,w;h) +021()\,w;h)) - (agD(A,w;h) +a§41D(>\,w;h)).
D’apres la Proposition 3.3, o12(A\, w; h) 4+ 021 (A, w; h) s’écrit
S(RO+0: )P, —h*Audea » xaloea) + SROHi0;)xaluee » Dxr —h?AcJeq ).
En procédant comme précédemment, on est ramené a estimer la différence
%<R(z\ +10; h)[x1, —h*ALleq , X21a6a> — %<RAD()\ +40; R)[x1, —h*A)eq , XQVAD€a>7

que 'on décompose comme dans (3.13). En utilisant (2.10) chaque terme est d’ordre
1+7(1 —=n)+ 1+ ¢ en h pour un ¢ > 0. O

Troisiéme étape : Pour j € {1,2}, uniformément en h,
suppf; C C,, = {h77 < |z| <3h7"} (3.14)

et [fi(x)] = O(z)™"). (3.15)
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L’inclusion (3.14) provient des propriétés de support de x; et x2. La propriété (3.15)
est claire pour f,, vérifions-la pour fi. D’apres la décroissance de Vi en z (cf. (3.4)),
uniformément en h, il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout x et tout h,

(@) 1(@)] < 200 @) Doy @) | @) (Txa) @) < ent 070 =
Soit H, = {x € IR™; x - w = 0} 'hyperplan vectoriel orthogonal & w. Pour tout = € IR",
on peut écrire de manieére unique z = x, + (- w)w, ou z,, € H,, est le parametre d’impact.
Soit k = (1 —2§)v (0 > 0 assez petit). On introduit une nouvelle partition de I'unité, sur

IR"! cette fois. Soient 0,6, € C*(IR"'; IR) telles que

‘91+092:1 5 0§€1,92§1
Oy(u) =1sijul <1 et suppb; C {|Jul <2}

On pose, pour j, k € {1,2},
fix(x) = 6;(h"xy,) fi(x). (3.16)

Lemme 3.6. Dés que j = 1 oul = 1, il existe ¢g > 0 tel que, uniformément sur J x S™ 1,

%<RAD(/\ =+ iO; h)Hfjkea , flm6a> — O(hl-l—v(l—n)-&-eo)’
S R(N+i0;h) — RAP (N +40; AT f; — (R (1—n)+14e
\9<{ ( + ’ ) ( +1 ) ) fjk€a7 flmea ( )

Démonstration : Par (3.14), le volume du support de fi;, (k € {1;2}) est un O(h™7~("=Dr) =
O(h~™+97(2n=3)) " ce qui donne I'amélioration

H<I>S/f1kea

S CH <5L‘>(S/—p) ]ISuppf1k (CC) H = O(h’y(p—s’)_,yn/2+5’y(n_3/2))
_ QR n=3/2)) (397

par rapport a

H<x>5'f1kea = O(WP 29y = Q(pIHII-n/2=9)y, (3.18)

Sij=1oul=1, on adonc

S(TRAP (A4 i0:h) fiueo  fonea) = O(RHIOT 0 00m0n73/2)

avec y(1—s—s')+9dy(n—3/2) > 0 pour s et s’ assez proches de 1/2 (car n > 2). Profitant
du gain en h dans (2.10), on trouve de méme le second résultat. O

Quatrieme étape : Il reste donc a évaluer

%<RAD(/\ 4 i0; ) fopen | f2jea>

et %<{R(A +i0; h) — RAP(\ + i0; h)H}fgkea , fgjea>
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pour j, k € {1,2}. Pour j € {1,2}, on pose
“+oo

@) = [ foyle — ma(MNw)emih ™ i Be2na 00— is gy
0

D’apres (3.14), on integre en fait sur un compact donc la fonction g; est bien définie et
est . Par la suite, on va utiliser les propriétés suivantes des g;.

Proposition 3.7. Pour j € {1,2}, uniformément en x et h,
suppg; © {h7 < foul <3077}, (3.19)
6i(0)| + | (Vo) @) < O(h + 1)) ), (3.20)
(Vgi)@)| = o), (3.21)
(3.22)
(3.23)

(Agj)(x)| = O(R*~1),
2na(Nw - (Vgy) +ih ™ IJg; = fo.

Démonstration : la preuve est élémentaire, voir 'annexe E dans [Jec-1]. O]

Pour controler g; en fonction de la variable dans la direction de w, on introduit une
nouvelle troncature x4(z) = ((h"z - w), ou ¢ € C§°(IR; IR) vérifie

=1 si [t<M-1,
supp¢  C  {t; [t| < M},

pour un réel M grand devant 1. En particulier, uniformément en x et en h,

(Vxa)(@)| < e,

(AX4)($)‘ < ch™, (3.24)
Xa = 1 sur le support de fo; d’apres (3.14) et
suppxag; C {w € IR"; |z] < Rh‘”} (3.25)

pour j € {1,2} et un certain R > M. Dans le méme esprit que dans la Proposition 3.3,
on construit une approximation de R(\ £ i0; h) fore, et de RAP (X £ i0; )1 foreq.

Proposition 3.8. Pour j € {1,2},
R(A£1i0;h) fajeq = ih_1X4gjea — R(A£140; h)rjeq,
RAP(N£i0; W) faje, = ih ' Txagiea — RV (X +i0; h)IIrPe,,
avec r; = ihT'[=h*A. x4)g; +ihT xa(=R*(Ag)))
+ih ™ xag; (I, — I°) — 2ih(Vg; - w) <na()\; h) — na()\)> €a

rAD = b =R A, T X4
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Démonstration : On a
(P42 — N)(ih ' xugiea) = ih 'TI[—h2A,, T]xagiea + TP — N)(ih  xagjea)
et (P— /\)(ih_lx4gjea) = ih_l(—hQAx)X4gjea + ih_lx4gj(P“ + 1, — Neg,

ih_l[_h2AIa X4]gj€oz + ih_1X4(_h2Az)gjea
+Z'h71X4gj(Ea + Ia — )\)ea.

Comme nq(A\; h) = (A — Eo(h))Y2, on a, d’apres (3.23),
(=h*AL)gjea + 9i(Ea+ I, — Nea = —h*(Agj)ea + gj(1o — ID)eq

—ihfyjeq — 2ih(Vg; - w) (na(k; h) — na()\)) Ca-

En appliquant la valeur au bord de la résolvante correspondante aux expressions de
II(PAP — X)(ih ™ yagieq) et (P — N)(ih~txagjea), on trouve les résultats annoncés car
la fonction x4 vaut 1 sur le support de fa;. m

Lemme 3.9. II existe €y > 0 tel que, pour j, k € {1,2}, uniformément sur J x S*~ 1,
(MRAP(A % i0; R)rjea , farea) = O(RMHI070%),
<HRAD()\:|:Z'0;h)(7"34D _Tj)ea 7 f2k€a> — O(h1+’y(1—n)+1+eo)

et <{RAD()\iz’O; W) — R(X £ i0; h)}rjea, f2k€a> = O(hT-n)+Llie),

Démonstration : On évalue successivement la contribution des termes constituant rfD

dans l'expression <RAD()\ =+ 40; h)HrfDea , f2k€a>.

Pour 1/2 < s’ <s < p—n/2, s et s assez proches de 1/2,

IN

| ) h xags (1 — 19)e

Ch! H <$>S/_p_1 Tsuppyag; (z) H O(hV(p_l»

IN

CH<:C>7n/2*(573/) <z, >n/2+sfpfl ]Isuppij (x)H

O(h/ﬂ(p—&-l—n/?—s))’

IN

d’apres (3.19) et (3.20). Par conséquent, d’apres (3.18), le terme correspondant est d’ordre
—1+79(p—n/2=35)+k(p+1—n/2—5) = 1+~y(1—n)+vy+7(1—2s)—20y(p+1—n/2—35)
avec v+ v(1 —2s) —20v(p+1—n/2 —s) > 0 pour s assez proche de 1/2 et § assez petit.

D’apres la Proposition 3.1, on a de méme

H <x>8/h71H[—h2Aw, H]X4gj6a — O<hn(p+17n/2fs)+'y(pfl))
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grace a (3.24), (3.19) et (3.20). Le terme correspondant est donc d’ordre au moins 1 de
plus que le précédent, c’est-a-dire 14++(1—n)+14€g, ce qui donne la deuxiéme estimation.

D’apres (3.22) et (3.25),

@) ma(ag)ea

1/2
< cthp </ <l’>2s/d$> _ O(hZHp—(n/Q—l—s’)'r])‘
|z|<Rh—7T

Le terme correspondant est d’ordre
—1+26p—(n/2+5)In+7(p—n/2=s) = 1+y(1—n)+1+y+7(1—s—5")=0y(4p+n/2+5"),

oul+y+7y(l—s—5)—=dy(4dp+n/2+s") > 0 pour J petit et s proche de 1/2. De méme,

— O(h?-f—:‘ip— (n/2+s’)77)

Y

[ xa(vg; - ) (na()\; h) - na()\)) e
d’apres (3.21), donnant une contribution d’ordre 1+~(1—n)+2+~v(1—s—5") —dy(2p+
n/2+s") avec 2+ (1 —s—s") —0v(2p+n/2 + s') > 0 pour § petit et s proche de 1/2.
En vertu de (3.21) et (3.24), on voit que

_ O(h1+np+n(1—n/2—s’))

[ R(vx0) - (Tg5)e
si bien que le terme correspondant est d’ordre
I+4v1—n)+14+v+9(1=s—5)—v(2p—1+n/2+5),

avec 1 +v+ (1 —s—5)—07(2p+n/2+ s") > 0 pour § petit et s proche de 1/2. On
montre de méme que la contribution du terme h(Ax4)g;eq est négligeable. Il reste donc
a évaluer celle de 7joeq = (Vx4 - w)gj€q. Les arguments précédents donnent 'estimation

/

H (z)* rjoea

= O(hni=n/2=5Y) (3.26)

ce qui est insuffisant. Comme dans [RT], on veut profiter du fait que les fonctions inter-
venant dans le produit scalaire

(RAP (V£ 103 R)rsoca , foree)

ont des supports bien séparés. Pour ce faire, on va remplacer la résolvante adiabatique
par celle de P(h) : Ry(z;h) = (P*(h) — 2)~! qui vérifie, pour xo = x1 + x2 = 1 — X3,

HXO(:@’SRG()\ +40; h)rjoeq

= O(h™), (3.27)

H(x)‘sRa(A +40; h)Io(z) || = oY), (3.28)

pour s > 1/2 (cf. [RT]). Par la formule des résolvantes, on a

[IRAP (), = IIRa(2)Iy + RAD(Z)H([—WAQC, ] + Ia> (vo + x3)IoRa(2).  (3.29)
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Grace a (3.27), il suffit de controler la contribution de x3. D’apres la Proposition 3.1,
(2.8), (3.26) et (3.28), cette contribution est d’ordre

—1+v(p—n/2=8)+n(p—2s)—14+14+n(l—-n/2—5s)

= 14+91—-n)+2y(1—-2s)+dv(p—n/2 —s+1—2s)
avec 2v(1 — 2s) + 0v(p —n/2 — s + 1 —2s) > 0 pour s assez proche de 1/2.

Pour obtenir la derniere estimation du Lemme 3.9, a I'exception de la contribution de
Tjo€a, il suffit de reprendre les arguments précédents en tenant compte du fait que la
différence des résolvantes est d’ordre 0 en & (cf. (2.10)). Pour cette derniére contribution,
on suit les arguments précédents en utilisant la formule

<R(Z) - HRAD(2)>H0 = (g — ) Re(2)Mg + RAP (2)TI[=h* Ay, T (x0 + x3)Tlo Ra(2)
~(R(z) = IR (2)) (xo + xo) LTlo Ra(2)Tlo

et I'estimation (2.10)). O

Cinquiéme et derniére étape : Grace a n,(A;h) = no(A) + O(h?), (3.5) et (3.6), il
existe donc ¢y > 0 tel que, uniformément par rapport & A € J et w € S"1,

h)h!
AD(X\ w;h) = Calh)h > %<z’hflngjea, f2k6a>+0(m<1*">+60), (3.30)

na()\) 1<4,k<2

~1
rulwi k)=o) = ST SN i T Tgggen , faen }+O(O- ),

Na(N) :
1<j,k<2
(3.31)
Les deux assertions (3.1) et (1.6), qui donnent le Théoreme 2.4, découlent donc du

Lemme 3.10. Pour 1 < j,k < 2 et uniformément par rapport a A € J et w € S" 1,

<ih71(H_H0)gj€a, f2kea> = O(ptH =Mty
et <ih_1H0gjea, f2k€o¢> == <Zh_1gj , f2k> — O(hl"r’Y(l_n))'

Démonstration : D’apres la Proposition 3.1 et les propriétés (3.19), (3.14) et (3.15),

‘<z’h_1(H —1Ily)gjeq , f2k€a>

= ‘/ 1_Io % ; ¢a> 9;(x) for(v)dz

L2 RnN)

< ! / (" + [zo))*(2) e, (x)da

+o0o
< C/h1+'y(pl)/ T72p+n71dr _ C/h'y(prn) _ O(h2+’y(27n))'
h

-
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De la méme maniere, on peut écrire

‘<ihflgj : f2k>‘ <ch? /(hV + |z ) P (2) 1, () da.

On effectue le changement de variable x = z, + sw et on integre par rapport a s, en
remarquant que p > 1 et que, sur C,,, V7{z) > |z,] +h~7 + |s|. On a donc

+oo
<ih_lgj ; f2k>’ <cJht /(h‘” + |2, |)* P dx, < c”h_l/ (™7 4 )2 2" 24y,
0

En posant r = h~7¢, on trouve, avec une intégrale convergente (cf. p > (n +1)/2),

+oo
‘<ih_19j ; f2k>) < C”h_lﬂ(%_?)_”(”_g)_”/ (141)>2t"2dt = O(R'H0-")). O
0

4 Preuve du Théoreme 2.5

Pour démontrer le Théoreme 2.5, on suit la stratégie de [I2] qui suit essentiellement la
démarche de la partie 3. Ici aussi, il s’agit de controler I'influence de II. Pour conserver une
bonne cohérence de la démonstration, certains résultats de [12] sont redémontrés. Comme
dans partie 3, la preuve se décompose également en une série de lemmes. On utilise les
résultats, les notations et en particulier la partition de I'unité de la partie 3 et on choisit
X =1—x1 = x2 + x3. Dans les expressions (2.14) et (2.17), on va séparer les termes
contenant une seule résolvante des autres (cf. (4.10)) et, pour ces derniers, exprimer la
partie imaginaire (cf. (4.11)). D’apres (2.11) et (2.15),

Ly = [-h*A,,x] 4+ xI, et TILAP = TI[—h2A,, TTx + I1L,.
(on omet d’écrire la dépendance en h). On a donc L,e, = ¢1 + ¢o avec

o1 = —2ihn,(\)(Vx) - we, + Xglgea, (4.1)
P2 = —h*(Ax)eq + x2(Iy — ID)eq

+xslueq — 2ih <na()\; h) — na()\)> (V) - weq.
Comme les opérateurs Iz et [0 commutent, on peut écrire

XHﬂ(La)* — Laﬂﬁx = B1 + B2 -+ Bg

avec By = 2h*|Vx|* s + 2h*x(Ax)g, (4.3)
By = 4xh(Vx) - hV,llg, (4.4)
By = X[, I — 1], (4.5)

H(XHB(LAD)* — LADHB)()H =D + H(Bl + BQ + Bg)H
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pour D = H(XQHﬂ[—fﬂAx,H]*—[—h2AI,H]X2H5)H. (4.6)

Pour estimer les termes faisant intervenir By ou D, on aura besoin, pour s > 1/2, uni-
formément pour A € J, des estimations

H VSRV, RO 0 h) (@) | = oY, (4.7)
H<x> SV, RAP(\ +i0; WL (2) || = o), (4.8)
H@)*swx{R(Aiz’o;h) —RAD()\iiO;h)H}(@’S — 0(1). (4.9)

D’apres les arguments de [KMW] (cf. la preuve du Théoreme 3.4 de [KMW]), les estima-
tions (4.7) et (4.9) se déduisent de (4.8). Pour z € €'\ IR,

AV IIRAP ()T = AV IIRAP (i) — (2 — i)hV,ILRAP (1)*11
—(2 —9)2hV, IRAP (1) RAP (2) RAP ()11

et les opérateurs RAP ()11 et hV, ILRAP (i)II sont uniformément bornés (en h) sur
12 (R LA(RGY) ) = L2 (R LORY): (@) de)

pour tout s (cf. 'annexe A dans [Jec-1]). D’apres le Théoréme 2.3, on peut faire tendre z
vers A € J avec £3(2) > 0 pour s > 1/2 et obtenir ainsi I'estimation (4.8). En posant

Qh = S<R()\+z’0)Laea, X2H5Laea>,

Ql JAD — %<RAD(>\+Z~O)HLADGQ , X2HBHLADea>7

1
Q% = 2—i<(Bl+B2+Bg)R()\+z‘O)Laea, R()\+z’0)Laea>,
QAP — %<(B1+B2+B3+D)RAD()\+iO)HLADea, RAD()\+iO)HLADea>,
. _ C (h) o C (h) 1,AD 2,AD
Talheih) = SEEES (Q5a+Q5a) ot oAP(\wih) = R )(Q + Q%)

(4.10)
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d’apres (2.14) et (2.17). On étudie les différences
Qb — QAP = S<<R(>\+i0) —RAD()\+iO)H>Laea, X2H5Laea>
. %<RAD()\ S+ i0)I[—h2A,, T xea XQHBHLADea>

- %<RAD(A+¢0)HLADea , X2H5H[—h2A$,H]X6a>,

3
1
Q- Q3" = 5 Z<Bj{R()\ 4i0) — RAP(\ + iO)H}Laea RO\ + iO)Laea>§4.11)
j=1
1 3
+ 5 Z<BJRAD()\ 01 Lgey | {R()\ +i0) — RAP(\ + iO)H}Laea>
7=1
1 3
-5 <BRAD()\+z‘O)H[—thx,H]Xea , RAD()\+iO)HLADea>
j=1
1 3
- 5 <B-RAD(A+z'0)HLADea , RAD(A+iO)H[—h2AI,H]Xea>
j=1
- <DRAD()\ +i0)ILAe, , RAP(M + iO)HLAD€a> . (4.12)

Premiere étape : On écarte quelques termes négligeables.

Lemme 4.1. Il existe ¢g > 0 tel que, uniformément par rapport a A € J et w € S"1,

Qb — Q5" = S({RO+i0) = RP (O +i0)T oy | xTIgn ) + O(hHH0-+150),

Démonstration : On procede comme dans la preuve du Lemme 3.4 a partir de I'expres-
sion (4.12). Prenons 1/2 < s’ < s < p—n/2, s’ et s assez proches de 1/2. D’apres (4.1),
(4.2), (3.7), (3.9), (3.12), (3.14) et (3.15),

(@) ¢n| = O(RT0=/270)), (4.13)
H<x>8l¢2” _ O(h1+’y(1fn/27s)+min(5'y(pfn/275),7,2))’ (414)

| ) mi=h2a,, e,

IN

H Y RA(VLIL) - (Vx)ea|| + O(hZH1En/2=3)) (4.15)
— h2+fy p+2—n/2— s)+0(h2+7(2—n/2—s)) _ O<h2+'y(2—n/2—s))'

On a donc, grace a (2.8), %<RAD()\ + i0)II[—Rh2A,, T xe, | XQHBHLADea>
— O(hf1+2+'y(27n/2fs)+1+'y(17n/275)) — O(h1+7(17n)+1+'y+7(172s))
avec v+ v(1 — 2s) > 0 pour s assez proche de 1/2. On a une estimation analogue pour

%<RAD(>\ 0 IILA e, , NPT h2A,, H]Xea>.
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Comme la différence des résolvantes est un O(1) (cf. (2.10)),
%<{R(AHO)—RAD(AHO)H}Laea , XQHBLaea> = O(RHHU—n/29)) = O(pI+YA-m+1+1(1-29))

ce qui est insuffisant. Mais si I'on retire le terme ou ¢, figure deux fois, les termes restant
sont d’ordre, d’apres (4.14),

I1+~9(1—=n)+14+~v(1—2s)+min(dy(p —n/2 —s),7,2)
avec y(1 — 2s) + min(d —n/2—35),7,2) > 0 pour s assez proche de 1/2. O
( Y(p

Lemme 4.2. I existe ¢g > 0 tel que, uniformément par rapport a X € J et w € S 1,

1
2 24D _ 1 .\ pAD : :
Q2 — Q% 2Z,<BQ{R()\—|—ZO) R (A+z0)H}Laea, R(A+zO)Laea>
1
+ 5 < BRP (A +i0)ILqe, | (R()\ +i0) — RAP(\ + 2'0)11) Laea>

=+ O(h1+’y(1—n)+1+60 ) ]

Démonstration : Tout d’abord, évaluons les B; et D, donnés par (4.3), (4.4), (4.5) et
(4.6). Pour 1/2 < s’ < s < p—mn/2, s’ et s assez proches de 1/2,

sup [[(2)* Bi(a)[l, < Csup|h*(2)* Lappyy(2)| = O(R*7E79),(4.16)

sup (@) hx(@)| V(@) = O(rH0729), (4.17)
T Y

sup [[(2)* By(z)|l, = O(RH2D) = O(p™2D), (4.18)
olt la norme || - ||, désigne celle des opérateurs bornés sur L*(IR}"). Ecrivons

D = 2hI*Tls(V,ID) - AV, IT + AT Hg(A DT + 2RIV, ID) - (Vx?)TIIT
+ 2hx* (VI - AV, IT + R*TI(A, ) TI4I1.

On a les estimations

T

sup’<m>25,hx(x)ﬂg(vxﬂ)(x) = O(hH”(pH_QS,)) = O(h2+7(2_28,)), (4.19)
x Y
o[ RV @) - (VO | = 0(r-2) = o=, (420
sup| @ A @@L = 0(H0+220) = o620, (421
y

D’apres les estimations (4.16), (2.8), (2.9), (2.10) ainsi que les estimations (4.13), les
termes de (4.11) contenant B; et une différence des résolvantes sont d’ordre

I1+v(1—n)+2+v+7(2-2s5—25).
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En utilisant en plus (4.15), les autres termes contenant B; sont d’ordre
L+~v(1—=n)+2+2y+7(2—2s—25).

De méme avec (4.18), ceux contenant Bj et une différence des résolvantes sont d’ordre
I1+y(1—=n)+14+y+~(2—-2s—25).

Les autres termes contenant Bs, sont, d’apres (4.15), d’ordre
T4+v9(1—n)+ 142y +9(2—2s—25).

D’apres (4.19), (4.20) et (4.21), le terme de (4.11) contenant D est lui d’ordre
I+y(1—=n)+14+5+~(2—2s—25).

Il reste a évaluer dans (4.11) les termes contenant By mais pas de différence de résolvantes.
D’apres (4.17), (4.8) et (4.15), ils sont d’ordre

L+l —n)+1+vy+~(2—2s—25).
Et on ay+7(2—2s—2¢) > 0 pour s, s" assez proches de 1/2. O

Lemme 4.3. Il existe g > 0 tel que, uniformément par rapport a X € J et w € S™ 1,

Q% — Q5P = %<BQ{R(A +i0) = RAP(A\+ i)} 61 , R(A+i0)6 )
+ 2%,<BZRAD()\ +i0)IIe, | {R(A +i0) — RAP(\ + @0)H}¢1>

+ O(hlJr'y(lfn)JrlJreo)'

Démonstration : Tout d’abord, estimons les termes qui restent a I’issue du Lemme 4.2.
D’apres (2.9), (2.10), (4.8) et (4.9), ces deux termes sont d’ordre

IL+~v(1—n)+1+~(2—-2s—25)

ce qui est insuffisant. Comme dans la preuve du Lemme 4.1, on s’apercoit qu’en retirant
les termes ou ¢y figure deux fois, les termes restant sont, d’apres (4.14), d’ordre

I1+9(1—=n)+1+7(2—25—2s) + min(dy(p —n/2 — s),7,2)

avec y(2 — 28" — 2s) + min(dy(p —n/2 — s),7v,2) > 0 pour ', s assez proches de 1/2. [

Deuxieme étape : Dans les Lemmes 4.1 et 4.3, on a montré que 1’on pouvait remplacer
LAPe, et Lye, par ¢;. Signalons que ¢; = (f1 + f2)eq, ol les fonctions f; et fo sont
définies par (3.10). En reprenant les notations de la troisieme étape de la partie 3, on va,
voir que, la aussi, la partie des fonctions f; qui est a support dans une région de petit
parametre d’impact joue un role négligeable. C’est I'objet des deux lemmes suivants.
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Lemme 4.4. Les fonctions fo1 et for étant données par (3.16), il existe €g > 0 tel que,
uniformément par rapport a A € J et w € S"7L,

Qb = Q5" = S({RO+i0) = RO+ 0T} (for + foo)ew » X*Talfor + fn)ea )
+ O(h1+’y +1+eo)

Démonstration : Comme on l'a signalé dans la preuve du Lemme 4.1, le terme
S({RO+i0) = RPN+ 0T H(fi + fa)ea , X*Ts(fy + f2)ea )

est d’ordre 1 + (1 —n) 4+ 14 (1 — 2s). D’apres (3.17) et (3.18), les termes ou figure au
moins une fois un facteur fy; sont d’ordre

l+v(1=n)+14+~vy(1 -5 —3)+dy(n—3/2)
avec Y(1 — s —s) + dv(n —3/2) > 0 pour s, s assez proches de 1/2. O

Lemme 4.5. Il existe g > 0 tel que, uniformément sur J x S™', Q3. — Q2 AP g oit
1
= (B RO+ i0) = PO+ O} (far + fro)ea . RO+ 0)(for + f)ea)

+ 2%_<BzRAD(/\ +O)T(for + fa2)ea {R(/\ +i0) — RAP(\ + zom}( For + f22)6a>

+ O(ptH(A=mFite), (4.22)

Démonstration : Pour 1/2 < s' < s < p—n/2, §,s assez proches de 1/2,
(B RO+ i0) = RO+ 0L (fy 4 fo)ea . RO 0)(fr + fo)ea )

est d’ordre 14+~(1 —n)+ 14 (2 —2¢' — 2s). Grace a (3.17) et (3.18), les termes ou figure
au moins une fois un facteur fix, pour k € {1,2}, sont d’ordre

I+9(1=n)+1+~4(1—=258)+~v(1 -5 —5)+dy(n—3/2)
avec Y(1 —2s") +v(1 — s — s) + dv(n — 3/2) > 0 pour ¢, s assez proches de 1/2. O

Troisieme et derniere étape : On utilise maintenant les approximations établies dans
la Proposition 3.8. On reprend donc les notations de la quatrieme étape de la partie 3.

Lemme 4.6. Il existe ¢y > 0 tel que, uniformément par rapport a X € J et w € S" 1,

Q}ja Ql AD _ (h1+’7(17n)+1+60>'

Démonstration : D’apres la Proposition 3.8,

Qéa - Q}a’fD = - %<ih_1(H — o) (g1 + g2)eaq X2H5(f21 + f22)6a>
+ S({RO+i0) = RP(A+ 0T (ry + r2)ea , XTTs(far + frz)ea)
— <RAD (A +i0)I1 ( — 7y el — 7“2)% , XTg(far + f22)6a>

+ O(hl-w(l n)+1+eo)
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car Y4 = 1 sur le support des for. Pour évaluer les deux derniers termes, il suffit de
remarquer que les arguments de la preuve du Lemme 3.9 sont applicables ici puisque
X114 est uniformément borné. Ils sont donc d’ordre 1+ (1 —n) + 1+ € pour un certain
€p > 0. Pour estimer le premier terme, on peut reprendre les arguments de la preuve du
Lemme 3.10 car, d’apres la Proposition 3.1,

((116) = T1o ) X*TL56..) = O((z)™")

L2(RpN)

uniformément par rapport a h. Ce premier terme est donc d’ordre 1+ v(1 —n) + 1 + 7.
]

Lemme 4.7. Il existe ¢y > 0 tel que, uniformément par rapport a X € J et w € S™ 1,

Gh— Q47 = Ot

Démonstration : On utilise encore la Proposition 3.8 et les preuves des Lemmes 3.9
et 3.10. Pour les termes restant dans (4.22), on remplace chaque facteur contenant une
différence de résolvantes par le terme correspondant donné par la Proposition 3.8. Dans
I’expression ainsi obtenue, les termes contenant (r{? —r; + r5'? — ry) sont

1
—?<BQRAD()\ + m)n(rfw D rQ)ea , RO\ +10)(for + f22)6a>,

i
1

2
D’apres la preuve du Lemme 3.9, ils sont d’ordre

<BgRAD()\ FAO)I(for + fa)ea » BAP(A+ z'O)H(rf‘D — D r2>ea>.

I+y(1—n)+1+7+7(2—-25—25) —25v(p+1—n/2—3s)
avec v +y(2 —2s' —2s) —25v(p+1—n/2—s) > 0 pour s, s assez proches de 1/2. Il reste

212_<BQ{R(A +i0) — RAP() + z’O)H}(rl +ra)ea , RO+ i0)(for + f22)ea> (4.23)

b o (BRAP O+ O for + e, { RO+ i0) = RO 0)TT} (1 + 72)e )

+ 2ii<32m—lx4(gl +g2)(Tg — Meq , RO+ i0)(for + frz)ea ) (4.24)
+ %<BQRAD()\ +10)II(for + faz)ea » ih™ xa(g1 + g2)(Ilp — H)€a>

a évaluer. Comme B, est localisé dans C,,, on peut reprendre la preuve du Lemme 3.9 et
les deux termes de (4.23) sont donc d’ordre supérieur a

I1+v(1—n)+1+e¢

pour un certain €y > 0. Pour estimer les deux termes de (4.24), on montre d’abord que,
pour 1/2 < s < s < p—n/2, pour C = By donné par (4.4) et C' = B3,

H <LL’>SI C Z'h71X4(g1 -+ gg)(Ho — H)ea = O(h1+7(p+1_n/2_s)). (425)
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D’apres les propriétés (3.4), (3.24) et (3.19) et la Proposition 3.1, on voit que le plus
“mauvais” terme dans (4.25) est

ih_lx4(gl+gz)(H0—H)H5 AxYh(VX)-h(Vieq) = —xa(g1+92) Ho—ID)IIs 4xh(VX) N0 (A)wey

car la dérivation “consomme” un h. Par les mémes propriétés et le fait que (Vy) est
a support dans C,,, on en déduit (4.25). La encore, on peut reprendre la preuve du
Lemme 3.9 et les termes de (4.24) sont d’ordre 1 + (1 —n) + 1 + ¢ avec ¢ > 0. O

5 Termes dominants de o,, prépondérance de la dif-
fusion élastique.

Dans cette partie, on exibe dans o, les différents termes (1.8) en utilisant les arguments
de [RW] (voir aussi [RT]). Pour I, on utilise 'approximation adiabatique (1.6). D’autre
part, on détermine quelle section efficace totale produit ces termes dominants, a savoir
Oaa, la section efficace totale décrivant la diffusion élastique (cf. [I2]). La question de
I'optimalité des résultats du Théoreme 1.2 est ensuite abordée.

Théoreme 5.1. Avec les hypothéses et les notations du Théoréme 1.2, il existe € > 0
tel que, uniformément par rapport a A € J et w € S"71, on ait (1.8) pour

I(x) = @) = L(;h)l=0 et I(z) = Lo(x) = (L(2:0)¢a(0), $a(0)) r2(my).

Démonstration : D’apres les relations (3.30) et (3.31) et le Lemme 3.10,

Co(h)h

Oa(Awih) = FGY

3 %<zhflgj, f2k> 4 O(h ), (5.1)

1<j,k<2

Puisque le projecteur I1(x) est absent dans (5.1), il suffit de suivre les arguments de [RW]

pour obtenir (1.8) avec I(z) = I?(z).

Pour 'estimation concernant fa, on effectue un développement de Taylor en h qui donne
I(x; )o(h) = I(x;0)o(h) + O(R*(z)~"1) (5.2)

(voir (3.11)) et, en développant par rapport a y cette fois, on a

~

L(2;0) = L(z) = I(x) — I;(2)]|6a(0)]? (5.3)
+1,(2;0) — (I, (2;0)¢a(0), ¢ (0)),
pour un certain potentiel I!(x;0) vérifiant
112 (2;0)o(R) || = O((z) 7).

Le premier terme dans (5.3) est nul puisque la fonction propre ¢, (0) est normalisée. On
peut donc reprendre la preuve du Théoreme 2.4 et les arguments de [RW], en remplagant
dans la deuxiéme étape de la partie 3 I? par I, puisque ce dernier possede les propriétés
de décroissance de I0. O
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Théoreme 5.2. Sous les hypotheses du Théoréme 1.2, on suppose que la valeur propre
E.(h) tend vers une valeur propre simple E, pour p = j, € {1,---,r}. Uniformément
par rapport a X\ € J et w € S, il existe ¢ > 0, tel que (1.8) soit valable pour Ig(x) =
Ap(2;0) — E,. En particulier, ceci est valable pour p = 1.

Démonstration : Grace a 'approximation adiabatique (1.6), il suffit de prouver que le
terme en question est dominant pour la section efficace totale o2P. D’apres (5.2),

(s h) L (z; W) (k) = H(x; k) (7;0)e(h) + O(R*(z)~"7h)
= TI(x; h)TI(2;0) Lo (25 0) Ly (0) Lo (h) + O(R*(x)™"),

grace a la Proposition 3.1. En écrivant [,(x;0) = P.(z;0) — P%(0) et en utilisant la
simplicité de £,, on obtient

(s h) L, (z; W) po(h) = Lg(z)(x; h)e(h) + O(R*(x)~")
et on peut reprendre les preuves des Théoremes 2.4 et 5.1 en remplacant I° par I.g. [

Par définition (cf. (2.3)), 0, est la somme de contributions de tous les canaux de sor-
ties possibles. Lesquels produisent la contribution principale en A7~ ? D’apres la Re-
marque 2.7, ils sont parmi les canaux dits adiabatiques (cf. (2.4)). L’objet du Théoreme 5.3
suivant est de montrer que, parmi ces canaux adiabatiques, le canal de sortie a est
prépondérant. Dans le cas de 'asymptotique relative a la constante de Planck h, ou
le potentiel inter-amas I, ne dépend pas de h, ce résultat est connu (cf. [12]). On reprend
d’ailleurs la technique utilisée dans [12].

Théoreme 5.3. Sous les hypotheses du Théoréeme 1.2, il existe ¢ > 0 tel que, uni-
formément par rapport a X € J et w € S, on ait (1.5).
Démonstration : D’apres (5.1), il suffit donc de prouver 'estimation suivante
Co(h)h1
Oaa(A,wih) = Gal)h™ Z §R<h_1gjea , f2k€a> + O(hi=mteo), (5.4)

na(M) 1<j,k<2

ou R désigne la partie réelle. Grace a 'absence du projecteur II(z), on peut reprendre
directement les arguments de [12]. O

Pour discuter de 'optimalité des résultats du Théoreme 1.2, considérons un exemple
concret, proche du cas physique, et essayons d’estimer 1'ordre du terme fourni par (1.8)
lorsque I = I?. Remplagons momentanément le potentiel 10 par la fonction

Velw) = Jal *@(a/Jo) (1 = x(x/e))

pour € > 0, pour ® € C°°(S""!; IR) et pour une fonction paire x € C$°(IR"; IR) valant 1
pres de 0. On s’inspire de [Y]. Apres un passage en coordonées sphériques sur H,,

/ v’ (m / :o Vi + uw)du) dz, (5.5)
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+o0 c +o0
= a/ / sin? (—/ Ve(ro + uw)du) " 2dr do,
Sn=2.J0 h —o0o

ou a, ¢ sont des constantes. En remplagant V, par Vy(z) = |z|7?®(x/|z|), ce terme a encore
un sens et vaut

™

(n =Dl (y(n — 1)) sin(ry(n - 1)/2)

ou a' est une nouvelle constante, I' désigne la fonction “gamma” et ou §2 est donnée par

a hYA-n)

/ Qw, )" Vdg,  (5.6)
Sn—2

Qw,¢) = / ®(wcos O + ¢sin f) sin” 2 4d6.
0

Posons
c [T

¢e = ﬁ e V;(’I“qb—l—’d&))du

et définissons de méme 1)y avec V4. La différence (5.5) moins (5.6) est majorée par

a/ / 2
Sn—2 Jr<de

car Y. — ¢ est nulle des que r est grand devant e. Par conséquent, cette différence est
controlée par une constante multipliée par €1, qui tend vers 0 lorsque € tend vers 0. En
conclusion, le terme considéré (5.5) est supérieur a la moitié du terme (5.6), pourvu que e
soit assez petit. On voit que ce terme (5.6) est réellement d’ordre h*1=™ pour ® = 1 par
exemple.

sin(thg — ) cos(tg + 1) (sin(2wo) + sin(2w6)> " 2dr de,

Revenons a I0. Pour V; avec ® = 1, on considere les interactions

Vi, = €V, si i€ Al je A,
Vij = —eZiV,, si i=1j€ A,
Vij = —eZ)V.,, si ieAl,j=2,
Vie = 2145V,

olt les constantes e, Z;, Z, sont strictement positives. D’apres (2.6) et le fait que I2(x) =
I.(x; h)|y=o, on obtient

() = (1451 |A5] + 212, — | 442, — €| 41| 23 ) Vilw) = (Vi = Z3)(Na — Za)Vil)

avec N; = e|Aj|, 1 < j < 2. Si l'on considere deux “vrais” ions, i.e. N; # Z; pour
1 < j <2, alors le terme fourni par (1.8) pour I = I est réellement d’ordre h7(=7).
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