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DYNAMIQUE DES FONCTEURS ET EXTENSION A L’INFINI
DE L’OPERATEUR DE DIRAC.

JONOT JEAN LOUIS

ABSTRACT. Dans cet article on développe un procédé d’extension de I'opérateur
de Dirac a des structures hilbertiennes. On définit 'opérateur de Dirac sur
une variété W de dimension finie munie d’une structure de spin et ensuite on
étend cet opérateur en utilisant la dynamique des foncteurs du fibré de Clifford
CL(W) et du fibré End (¢) =~ ¢’ ® ¢.

1. INTRODUCTION

Les constructions suivantes permettent de compléter I’article [1] sur l'extension
des actions de Clifford a Iinfini. On se fixe une catégorie C, un foncteur F et un
objet O de cette catégorie. Si

v € Mor (O, F (0)), respectivement ¢ € Mor (F (O),0),
on définit le systeme inductif, respectivement projectif,
{On; an} sy bnm = tm—1tm—2 """ ln

avec F (On) = Ont1, tnt1 = F(tn), Oo = O et 1y = ¢. Les limites inductives,
respectivement projectives, si elles existent permettent une extension de certains
opérateurs a l'infini. Pour un objet O € Obj(C) et un morphisme

t:0 — F(O),
si la limite inductive existe, pas nécessairement dans la catégorie C. On définit de
méme la limite projective pour une paire (O, j) ol

j:F(0O)— O,
le domaine de stabilité est formé des paires (O,14), respectivement (O,j) pour

lesquelles les limites suivantes

lim O, respectivement lim O,,, existent
g —

et on pose, respectivement,
Fs (0) =1lim O,, et F*° (0) =1lim O,

ces limites. Dans ce qui suit, on s’intéresse a deux systemes dynamiques permettant
d’étendre l'opérateur de Dirac a un fibré hilbertien, a savoir, les foncteurs End,
Cly et a leur complétion respective Endyy, Clyo.
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2. LES FONCTEURS End., ET ¢ndso

Soit V' un K-espace vectoriel de dimension finie euclidien si K = R, hermitien si
K = C, et une base {e;} orthonormée

<61‘, €j> = 5ija

de V. On munit l'algebre unitaire End (V') du produit scalaire pour lequel la base
{€e} ® e;} soit une base orthonormée

(e} ® ej, €, ®er) = (€], €f) (e, er) = o7
On pose par itération
Endo (V) =V, End; (V) =End (V) et End 41 (V) =End (End, (V)), ¥n € N,

le produit scalaire euclidien ou hermitien (-,-) sur V est noté (-,-), et la norme
associée est ||-||, et par itération on pose (-,-),, le produit scalaire sur End,, (V') et
[I-]|,, 1a norme associée. Pour n > 1 on définit I"isomorphisme d’algebres ¢,, par

tn : Endy, (V) — End 41 (V) 15 (6) = 0, (1], @ ¢) (2.1)
ou 6, est 'isomorphisme canonique
0, : End,, (V) @ End,, (V) — End 41 (V)

0p (' ®@y) : End,, (V) — End,, (V), 0, (2’ @y)z=2"(2)y
et 1/, est I’dlément neutre de End,, (V). On définit ainsi un systeme inductif
{End,, (V) , tnm} avec

tnm  Endy, (V) — End o (V) tim = tm—1 0 bm—2 0+ 0 Ly,
la limite inductive est notée

End o (V) = lim End ,, (V)

End o (V') a une structure d’espace de Fréchet, il est muni d’une norme incompat-
ible avec cette structure (-,-)__, pour cette norme End o (V) est un pré-banach si
V est réel et un préhilbertien si V' est complexe. La complétion de End o, (V) pour
la norme ||-|| , est notée Endy, (V) qui est un espace de Banach si V' est réel et un
espace de Hilbert si V' est complexe.

Soit ( = (E(¢),m¢, W, V) un fibré vectoriel de dimension finie sur une variété
paracompacte connexe. Le fibré End (¢) est le fibré de fibre End (V') dont les ap-
plications de transition s’écrivent comme suit, si W, et Wy sont deux cartes de
trivialisation pour (, d’intersection non vide, on pose

Tap : Wa NW5 — , Tap (w) € GL(V)
les applications de transition de ¢, le fibré End ({) a pour applications de transition
Tap : Wa NWs — End (End (V)), Tas (w) € GI(End (V)
avec
Tap (w) : End (V) — End (V) , Tap (W)t = Tap (w) 0 w0 Tag (w) .
On note End,, ({) le fibré défini par itération en posant
Endo (¢) = ¢, End1 (¢) = End (¢) et End i1 (¢) = End (End,, (),
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si les applications de transition de End,, (¢) sont 7,4, (w) alors les applications de
transition de End 41 (¢) sont

Tapmr1 (W)U = Tapn (W) owo Tap, (w) ™, Vn.
Lemma 1. Soit 7 € Inv (End,, (V)) C End,,41 (V) alors si on pose
Tu=Touor ', Yu € End, (V)

on a
lp OT =T O L. (2.2)

Proof. Pour tout ¢ € End,, (V)
(tnoT)(e) =t (1e) = 0, (1), @ T¢)
et si {eq} est une base de End,, (V) et eqap = 0, (¢}, @ ¢3)

(Teag) ey = (Toeapor ey =) (r71e,) mes = (771) (¢)) eymes

=0, ((7’71)I () ® 7'25) ey

Teas =0y (((T_l)/ ®T> (e}, ® e,@)) =

I’égalité

est vérifiée. O

L’extension des applications de transition 7,5 (w) & Tog (w), permet de définir
la famille de fibrés vectoriels {End,, (¢)}, en posant

Endp (¢) = ¢, Endy (¢) = End (¢) et End,1 (¢) = End (End,, (¢)),

les applications {7a8,, (w)} sont les applications de transition des fibrés End, (¢)
définies par itération

TaB,0 (w) = TapB (w) » TaB,1 = @ (w) » Taf,n+1 (w) = @ (w), Vnet € WanWg,

de fibre End,, (V). La relation 2.2 appliquée aux applications 7., (w) permet de
définir une famille d’applications par limite inductive

TaB,oo (W) = hi? Tapn (W)

qui définit une structure de cocycles. Le fibré, de fibre End o, (V') et d’applications
de transition {7400 (W)}, est noté End « ({). Les applications 7,00 (w) sont
continues pour la topologie limite inductive qui fait de End o (V) un espace de
Fréchet.

L’espace Ende, (V') muni du produit scalaire (-,-)__ est un espace préhilbertien
réel ou complexe, non complet. Le complété de Ende (V) muni de ce produit
scalaire est noté €nd., (V). On peut clarifier la situation en se donnant une suite
de bases orthonormées e,, de End,, (V) telle que

tn (€n) C €nt1, Yn €N,
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cette suite existe en utilisant le procédé de Gram-Schmidt, la limite inductive
{€en, tnm } st notée

e = lim e,, ¢ = {e,} avecin(e,) = {ex: k <n},
—
Papplication in (e) est la classe d’équivalence dans ¢ de e € Ue,,. L’espace vectoriel

Endy, (V) = {Z Antnt D M) < +oo}

neN neN

= A IZ |)‘n|2
00 neN

Ende (V) C End (V),
Endoo (V) est un espace de Banach si V' est euclidien et un espace hilbertien si V'
est hermiten avec ¢ est une base de Schauder si V' est euclidien et c’est une base
hilbertienne si V' est hermitien. On définit I’application linéaire

est muni d’une norme

Z Antn

neN

et

iny : End, (V) — Ends (V) iny, (e) = in(e) pour tout e € e,

alors in,, est une isométrie. L’application de transition 7os 0 (w) est définie sur le
sous-espace vectoriel formé des combinaisons linéaires finies d’éléments de e, c’est-
a-dire, sur End. (V). Ces applications sont continues pour la topologie limite
inductive mais pas, en général, pour la norme de €ndy (V), on ne peut donc pas
les prolonger & €nds (V). On a une extension si le fibré ¢ est orthogonal, c’est-a-
dire, si les applications de transition du fibré ¢ sont dans le groupe orthogonal de
V. On dit que C est un fibré orthogonal.

Lemma 2. Sile fibré { est orthogonal, les extensions des applications Tag oo (W)
s’étendent a Endo, (V') en des applications tap,co (W), la famille {tapg o0} définit une
structure de cocycles dont le fibré est noté Ends (€).

Definition 1. Un fibré est complet si les applications Tog .00 (W) sont normalement
continues. Le fibré d’applications de transition tog,co (W) est noté Endy (C).

Soit () est une forme quadratique non dégénérée sur V' pour laquelle la base eg
est orthogonale alors on définit la forme quadratique @ sur End; (V') vérifiant

Q (eij) = Q (e:) Q (e5), Yv,Yu avec e;; = e;- ® e;.
Par itération, on définit une forme quadratique sur End,, (V') en posant
Qo=Q, Q1 =0Q et Qui1=Qu,

Q@ est une forme quadratique non dégénérée sur End,, (V') pour laquelle e,, est une
base orthogonale, obtenue par itération en posant

e =€y = {e; ®ei} et epi1 = e,.
La forme quadratique a l'infini @, est définie par

QOO |Endn(V): Qnu V’I’L,

Pextension continue de Qo & Ends (V), si elle existe, est notée Qoo
Peut-on donner un critere sur le groupe de structure du fibré ¢ qui permet de
prolonger le fibré End. (V) en un fibré complet? L’idée est de construire une
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forme quadratique Q pour laquelle le groupe de structure du fibré est contenu dans
O (V,Q). Un sous-groupe G de Gl (V), localement compact, est un groupe de Haar
si il existe une forme quadratique @ sur V', définie positive, telle que

T€EG@ — Q(1(v)) eRT

est dans L' (G, \) pour tout v € V ot A est une mesure de Haar sur G. Sous cette
hypothese, on peut construire une forme quadratique définie positive

Q) = [ Q@A)
si g est la forme polaire de Q, alors
g(o(u),o()) = /Gg(To(u),TU(U)))\(T) =g(u,v),VoeGetu,veV

et G C O(V,Q). Sile groupe G est compacte 'application
T—Q(7(v))

est continue donc bornée et g (z,y) € R, g est une forme bilinéaire non dégénérée
positive pour laquelle G € O (V,Q). On peut donc étendre les applications de
transition 7,8, en des applications tas,0c de €ndos q (V) qui est la complétion de
End (V) pour la norme induite par Q. On peut énoncer le théoréme suivant,

Theorem 1. Sile groupe G engendré par les applications de transition To5 (w) de
¢ est un groupe de Haar alors il existe un fibré Endoo q (¢), de fibre Endoo.q (V) ot
Q est une forme quadratique invariante sous l'action de G, pour lequel le fibré de
Fréchet Endo (€) est un sous fibré dense.

On se fixe une forme quadratique ) définie positive et une base orthonormée
{ei}, on note (/\f (7')) la matrice de 7 € G1(V') dans cette base. On rappelle que si

G1(V) est identifié & Gl (R, n) alors une mesure de Haar & droite peut étre définie

par
1
w(B :/771qu
B)= | Taetx)]

dX est la mesure de Lebesgue sur R" et B = ¢ (B), ¢ est un isomorphisme de

. ’ N . 2
I’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans R sur R™ .
n

rle) = N () es Qr(ed) = SN ()]
on pose ]:1
0.0 = S|t X0 =X )
alors ~
Qe = [ X 6= ¢ (G).
Soit

12
e
n

> e (o) X7

eSS, i=1

Xi:X:(X,i)—)

n
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si les applications x; |g € L! (R"2 ,dX ) alors GG est un groupe de Haar. L’application
Xi vérifie

2 2

X7

Sy | X

S0 X (1) det (X;0)

>
i X3)) =
X (( k)) ‘Z?:l Xf (_1)i+J’ det (X ;)

‘ieme

ot X; est la matrice X = (X,lc) a laquelle on a retiré la j*™¢ ligne et i colonne.
Si on prend le produit scalaire canonique (-, -) sur R” et que l'on pose

X, = ((—1)j det (in)) = (—det (Xu1:),det (Xa;) -+, (—1)" det (Xoi)) ,

X = (XL, X7, X])
alors (X5 X))
(X)) = =

et
W (X)) = e

Theorem 2. Avec les notations précédentes, si
<Xi7 XZ> 1 2 .
— '~ 1g €L (Rn ,dX) L Vi=1,2,--- ,n,
(X, X4)

le fibré ¢ de base W et de groupe structural G définit un fibré de Fréchet Endy (()
qui peut étre étendu en un fibré de Banach Endy (C).

3. LES FONCTEURS Cly ET €l

¢ est un fibré vectoriel réel ou complexe de dimension finie, de base une variété
paracompacte W et ¢’ le fibré dual. Si V désigne la fibre de ¢, les applications de
transition du fibré ¢ sont données par

w € Wy ﬂWB — Tap (w) S GI(V)
et les applications de transition du fibré dual ¢’ sont
w € Wo N W5 — Tas (w) € GL(V),
deV' — (Tag () (d) (v) = d o Tap (w) (v), Yo €V
Tap (w)" est la transposée de 7,5 (w). Cette application s’étend au complexifié de
¢’. On munit V' d’une forme quadratique non dégénérée @, de signature (p, q) si ¢
est un fibré réel et d’une forme quadratique non dégénérée notée encore () dans le
cas complexe. Le fibré de Clifford Cl(¢, Q) est le fibré de fibre C1(V,Q), dont les
applications de transition sont définies par extension de I'isomorphisme 7,5 (w) de
V a Cl(V, Q) en un isomorphisme de 'algebre C1(V,Q), en posant
Tap (W) : CL(V,Q) — CL(V, Q) est K-linéaire, K=RouK=C (3.1)

vérifiant

7 () () = 7oy (W) (1) T (w) (v) €t 7o (W) (1) = 75 (w) (w) , Yat,0 € V

ces applications de transition ne dépendent que du choix de 7,4 (w). On peut
définir le fibré C1(¢, Q) d’applications de transition T,s (w) qui est un C*-fibré réel,
respectivement complexe, si ( est un fibré vectoriel réel, respectivement complexe.
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Remark 1. SiInv (V,Q) est le groupe de Lie des éléments inversibles de Cl1(V, Q)
alors

Tap (w) (Inv (V,Q)) C Inv (V,Q),

Oap (W) = Tap (W) |mv(v,Q) est une famille de cocycles de classe C™, le fibré obtenu
est le fibré de Lie associé a C, de fibre Inv (V, Q) et de base W, on le note Lie (¢).

Dauns le cas complexe, Cl (¢, Q) est noté Cl(¢). Dans C1(¢) I'involution est définie
sur chaque fibre E,, (C1(¢)) de C1({) par

(o1 - 0)" = Xog - -v1, v € By (CL(C))

et est étendue par linéarité sur F,, (Cl1(¢)). On peut ainsi définir s*, pour une
section continue s € I' (C1(¢)), par

s* (w) = s (w)", Yw € W.
On décompose en somme de Whitney le fibré Cl (¢, Q)

Cl(¢,Q)=ClT (¢,Q) & Cl™ (¢, Q)

ot C1% (¢, Q) est le sous-fibré de C1(¢, Q), de fibre C1T (V, Q) et dont les applica-
tions de transition sont

?;E(w)i = Tap (W) |01i(v.,Q) .
La Zy-graduation associée x est définie par
X (w) (v) =+vsiv € Fy, (Cli (C,Q)) ,
x s’étend aux sections s du fibré de Clifford en posant
X (8) (w) = x (w) (s (w)), Vw € W.

Si la fibre V' de ¢ est munie d’une forme quadratique non dégénérée @, C1(V, Q)

est munie d’une forme quadratique non dégénérée, notée . Pour une base orthog-
onale ¢g = {e;} de V avec Q (e;) = %1, la base de C1(V, Q)

{ei€iy €4, 1< iy <idg < -+ <ip <n}

est une base orthogonale pour @ vérifiant
~ k
Qewesn+-eu) = 11Q o) = £1.
J:

Pour une forme quadratique @ définie positive on note |-|;, la norme associée
pour laquelle la base {e;} est une base orthonormée. La norme associée a @ est
laiv,) = |ly- Pour ces normes I'inclusion

in:V—ClL(V,Q), in(e) =¢;

est une isométrie et {e;, es, - - - €5, } est une base orthonormée de C1(V, Q) pour Q.
On pose, par itération,

Clo (V,Q) =V, CLL(V,Q) = C1 (V. Q), CL>(V,Q) = €1 (C11 (V,Q), Q).

si @, est la forme quadratique induite par @ sur Cl,, (V,Q), in,, est l'inclusion de
Cl,, (V,Q) dans Cl,41 (V, Q) et ¢, est la base induite par eg = {e;} avec

el :Eoz{ei16i2-~-€ik,1§i1 g < e < g édlm(V)}
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et e,4+1 = ¢, alors in,, est une isométrie pour les normes e, (v.o) et e, v.o)-
La limite inductive pour la famille

{Cln(‘/vQ) ainnm}v inn7n = inmfl O oinn : Cln (MQ) — Clm (MQ)

est notée Cl o (V, Q). A isomorphisme pres cette limite ne dépend pas du choix des
bases eg. Si V est un espace vectoriel complexe, on définit le produit hermitien sur
V par

<6i, 6j> = 5;
et par extension a Cl (V)

c e e . s e e e . f— 7’17‘k
<el1 Ciy» Chr 6J1> - 53‘1»»»]‘1 .

On note e la limite inductive de la famille {en,ipm}. Siu € Cly (V,Q), u
s’écrit comme une somme finie u = u'e; avec e; € ¢, dans le cas réel ou complexe

la norme de u est )
Uso = E ‘uZ’ )

le complété de Cly (V. Q) pour la norme |-|__ est un espace de Banach pour lequel
¢oo est une base de Schauder dans le cas réel et dans le cas complexe le complété
de Cls (V, Q) est un espace de Hilbert pour lequel e est une base hilbertienne.

Definition 2. €l (V,Q) est la complétion de Cly (V,Q) pour la norme || .

A isométrie pres, €l (V, Q) est indépendante de ¢g. La topologie définie par
|| fait de Cl (V,Q) un pré-banach ou un pré-hilbertien et la topologie limite
inductive fait de Cly, (V, Q) un espace de Fréchet.

Lemma 3. €l (V,Q) est une C*-algébre réelle si V est un espace vectoriel réel,
compleze si V' est un espace vectoriel compleze.

Les applications de transition du fibré Cl(¢, Q) sont défines en 3.1, cette con-
struction s’étend au fibré Cl (01 (¢, 0) ,@) de fibre CI (01 (V,Q), @) et ayant pour

applications de transitions 7,5. Ce procédé permet de construire une suite de fibrés
en posant

Clo (¢,Q) = ¢, CL(6,Q) =C1((Q), Cl2 (¢.Q) = C1(C1((,9), Q).
013@,@):01((01 (g,Q),@),é) S

et par itération, on construit Cl, (¢,Q). La chaine de Clifford définie un systéme
inductif, si in,, est I'inclusion naturelle

my : Cln(C,Q) — Cln+1 (CvQ)v

la famille

{C1,,(¢,Q),inpm}, Ny =ingy,_10---0in, : Cl, (¢,Q) — Cl,, (¢,Q),
est un systeme inductif de limite Cl o, (¢, @) dont les applications de transition sont
définies par
Tap oo (W) |Cln(V,Q): Tagsm (W)
ol Tog,n (W) sont les applications de transition de Cl,, (¢, Q) définies par itération
en posant

—~—

TaB50 (’LU) = Tap (w) ) TaBsl (’LU) = ?;E (w) y TaBmn+1 (’LU) = TaBsn (’LU) )
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les applications T,g,00 (w) sont continues pour la topologie limite inductive sur
Clw (V,Q) et vérifient les propriétés des cocycles. On peut donc définir le fibré
Clw (¢, Q) de fibre Cl (V, Q) et d’applications de transition 748,00 (w). Le fibré
Cle (¢, Q) est le fibré de fibre €l (V, Q) dont les applications de transition t,g
sont définies par

tag (W), w e Wy NWp

ol to5 (w) est 'unique extension de Tag,00 & €los (V, Q) pour les 745,00 de norme
finie, c’est-a-dire, normalement continues. Les applications 7,,00 (w) sont contin-
ues pour la topologie limite inductive mais pas nécessairement de norme finie. Si
le fibré ¢ est orthogonal alors 744,00 (W) est continue pour la norme de €l (V,Q),
donc prolongeable de fagon unique en des applications t,g (w) qui vérifient les pro-
priétés des cocycles.

Theorem 3. €l (¢,Q) est un C*-fibré réel si  est un fibré vectoriel réel et un
C*-fibré complexe si ¢ est un fibré vectoriel complezxe.

Pour clarifier les constructions précédentes on rappelle, comme il a été dit en
introduction, que ces constructions reposent sur la dynamique d’un foncteur F dans
une catégorie C. La catégorie C choisie, dans ce qui précede, est la catégorie des
espaces euclidiens dans le cas réel et des espaces hermitiens dans le cas complexe, on
note V un objet de cette catégorie. Les foncteurs F etudiés précédemment sont End
et Cl. De facon générale, la limite inductive d’un foncteur F, si elle existe, n’est plus
en général un objet de la catégorie C. Si les objets de C, sont des espaces vectoriels
normés, la topologie limite inductive sur Fo (V) donne des espaces de Fréchet
non normalisables si les limites inductives sont strictes. Sur cet espace le produit
scalaire euclidien ou hermitien de V permet de construire une structure d’espace
pré-banach ou pré-hilbertien incompatible avec la topologie limite inductive. La
complétion de Fo, (V') pour cette structure est notée Foo (V). Pour un fibré vectoriel
¢ de fibre V, les applications de transition {7,g (w):w € W, N Ws} s’étendent
a Pespace Fs (V) en des applications 74,00, continues pour la topologie limite
inductive. Elles définissent une structure de cocycles, on peut donc définir le fibré
Foo (€). Les applications 73,00 (w) ne sont pas nécessairement continues pour la
topologie de la norme. Les applications 744,00 (w), qui sont continues pour la norme,
sont prolongeables en des applications t,g .o (w) qui vérifient les propriétés des
cocycles. Le fibré §o (¢) est le fibré de base W, de fibre § (V) et d’applications
de transition {tag,00 (W) : w € W, N W3}, On gagne en structure algébrique sur la
fibre en perdant en structure géométrique, c’est-a-dire, en diminuant le groupe de
structucture du fibré Fo (¢).

Dans ce qui suit, on donne un exemple de limite projective obtenue par le foncteur
T. Sur les fibrés vectoriels ¢, de dimension finie et de base W, ce foncteur T est
défini par

T(Q) = (T (E¢),me o Tme, W, Vr¢))
avec
Vi) = Ve x V¢ (3.2)
ou ¢ = (E¢,me, W, Vi) et € est le fibré tangent de W
g = (vawfawa‘/f) .
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Le morphisme de fibrés de 7 (¢) dans C est la projection du fibré tangent de base
B¢
Tereey T (EC) — E,

§7(c) est le fibré tangent de E¢, on pose

To(Q)=¢ T Q) =T(), Tnt1(€) =T (Tn (€))
et
iﬂn = Tran(q)’

Ny =iy 0 0ing 1 T () — Ti—1(€)

alors la limite projective de {7y, ({),inpm} est notée T°° ({). Si W, est une carte
de trivialisation pour ¢ et £ alors les cartes W, de E; sont données par un isomor-
phisme

0o : Wy — Wy x Ve
et les applications de transition sont
Oap (W) : Ve — Ve, Oap (w)u =04 0 951 (w, u)
avec O3 (w) € G1(V;). Ona
TWom TWo x TVe = Wo x Ve x V7

car W, est un ouvert de trivialisation de ¢, la fibre de T (¢) vérifie 3.2 et les
applications de transition du fibré tangent de E¢ sont

Tag (W) = Tay (951 o ea) : T e — TwEk.

Si ¢ = ¢ le fibré obtenu est T°° (£), si il existe. On note &, I'espace total du fibré
T°° (€) et on suppose que la fibre B est un espace de Banach, la variété £ devient
une variété banachique. On se fixe une métrique fortement riemannienne g sur &,
c’est-a-dire, g vérifie pour toute section X du fibré tangent de &,

g(X,; X)20et g(X,X)=0 << X =0,
et le morphisme g,
G : T(TE) —T(TE), X — g(X)=txge:Y — g (X,Y) et e €&

est un isomorphisme, ot T’E est le fibré dual topologique de TE. 1l existe une
unique connexion linéaire VY sur le fibré T'E préservant g et & torsion nulle dite
connexion de Levi-Civita. Cette connexion induit une connexion sur TW qui est
une connexion linéaire et sans torsion dite connexion de Levi-Civita a I'infini. Si une
métrique riemannienne g sur W pour laquelle la connexion de Levi-Civita associée
est une connexion de Levi-Civita a I'infini, on dit que g est une métrique qui s’étend
a linfini.
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4. AcTioN DE CLIFFORD A L’INFINI

Pour le fibré tangent & sur W si & = £’ ® C est le complexifié du dual du fibré
tangent alors le fibré de Clifford sur W associé est
Cl (W) =Cl (&),
les fibrés de Clifford a I'infini sont
Cloe (W) = Clos (&) et Cloo (W) = €l (§¢)

en remarquant que le fibré €l (W) existe si les applications de transitions de &G
sont de norme < 1 pour la structure hermitienne de Vg. Dans le cas général,
les applications de transition de €l,, (W), sont les applications de transition de
Cls (W) de norme finie. Pour une section de formes quadratiques @ sur W, de
classe C? pour p € NU {0}, on note

ClW,Q) =C1(£,Q),
on rappelle qu'une section de formes quadratiques @ sur W est de classe CP, pour
p € NU {00}, si pour toute section s € I'? (¢), Papplication
weW — Qw)(s(w)) eR

est de classe CP. Soit ¢ un fibré vectoriel réel complexe et ¢ un morphisme de
C*-fibrés complexes

c¢:Cl(W) — End (¢),

I’action de Clifford a gauche associée a c est définie par
(s,8) — 55,5 5(w) =c(s(w)) (s (w)),
pour tout s € I' (CL(W)) et s € " (¢). L’action est continue si
s-5€T(C),VseT (CLW)) et Vs € T (C).

Lemma 4. Si lUaction de Clifford est continue alors I' () a une structure de
(T (C1(W)),C (W))-bimodule.

Sauf mention contraire, les actions de Clifford sont continues. Si ( = § est un
fibré hilbertien, on remplace End (§) par le fibré §z dans la définition [1]. Le C*-
fibré ClL(W) est isométriquement représentable dans le fibré hilbertien §, c’est le
théoréme GNS [1]. Si p désigne une représentation, p est continue si

weW — p(s(w)) (s (w))

est une section continue de § pour tout s € I'(CI(W)) et s € T'(F). L’espace
des sections continues de § a une structure de (I' (C1(W)),C (W))-bimodule. La
continuité et la notion de différentiabilité en dimension infinie sont données dans le
sens de Banach.

Definition 3. Un module de Clifford sur W est la donnée d’un C' (W)-module T" (¢)
des sections continues d’un fibré vectoriel complexe  de base W et d’un morphisme
C (W)-linéaire

c:I'(C1(W)) — End(T'(¢)),
c’est un (T'(CL(W)),C (W))-bimodule de sections continues d’un fibré vectoriel
compleze ¢ de base W.

Remark 2. Avec les notations précédentes, ¢ (s) = co s.
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L’action de Clifford est irréductible si les seuls sous-espaces invariants de Ey, (¢),
sous l'action de Clifford sur chaque fibre

c(w): E, (C1(W)) — E, (End (¢)),
sont {0p, (7} et By (¢) pour tout w € W. L’action est fidele si
Ker (¢ (w)) = {OEw(Cl(W))} , YweW.

L’extension de l'action de Clifford ¢ a €[ (W) se fait par itération sur Cl,, V).
Supposons que cette action soit défine sur Cl,, (W), on la note

¢, : Cl,, W) — End (¢)

les éléments de Cl,41 (W) sont des combinaisons linéaires finies de produit fini
d’éléments de Cl,, (W). On pose

Cnt1:Clyys W) — End (€), cny1 (Vi-- Vi) = ¢y (V1)o---0c, (Vi), v; € Cl,, (W)

et on prolonge par linéarité. Sous I'’hypothése de continuité normale, on peut con-
struire 'action de Clifford

c: C¢l(W) — End (¢) (4.1)
ou ¢ est ’extension continue de
Coo : Clooe (W) — End (¢), €oo |c1,00)= Cn
a CL(W). Inversement pour une action de Clifford ¢ & I'infini sur ¢,
c=¢ |C1(W): Cl (W) — End (C)
est une action de Clifford sur (.

Lemma 5. Sil’action de Clifford sur { est continue son action de Clifford a linfini
est continue. Si cette action est de classe CP, p € NU{oo}, alors action a Uinfini
est de classe C? dans le sens de Banach.

Proof. Une action est de classe CP si s € I'? (C1(W)) et s € T'P ({) alors s-s € I'? ().
La limite inductive permet de conclure. ([l

Notation 1. On pose I' (¢) = T'° (¢) l’espace des sections continues.

Pour un morphisme de Clifford
¢: Cl(W) — End (¢)

on peut définir une extension & valeur dans Ende (), cette extension est définie
par itération
¢n : Cl, W) — End,, (¢)
en (V) =tp_qg0cp_1(v), Vv eCl,_1 (W)
et
cn (vu) = ¢, (v) o ey (u) siu,v € Cl, (W)
ol ty, est défini en 2.1. Par itération, I’extension est définie de €l (W) a valeurs
dans €nd., (¢)
(oo Cloo (W) — Endo (€) (4.2)

par extension continue en norme, si elle existe, de

Coo : Clo (W) — Endy (€)
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avec
Coo |Cln(W): Cn,

Coo €st continue pour la topologie limite inductive mais par en général continue

pour les normes.

Definition 4. Si cs est continue pour la norme on dit que c est normalement
continue.

Il y a deux types d’extention, 'une de Cl o, (W) & valeurs dans End (¢), autre de
Clos (W) a valeurs dans End (¢). Si ¢ est normalement continue, on peut définir
une extension de €l (W) a valeurs dans €nd., (¢).

5. FIBRE SPINORIEL ET OPERATEUR DE DIRAC

Un J-fibré ¢ est un fibré hermitien qui est muni d’un isomorphisme de fibré,
antilinéaire
J:(—(
continu dans le sens suivant, si
Jos(w)=J(w)(s(w)),
alors Jos € I'(¢) pour s € I' () et vérifiant
J(w) (uz) = J (w) (v) z, J (w) (au) = x (a) J (w) (u), z€ C
(T () () | T () () g, ) = (| g ) -

Si on suppose l'existence d’un isomorphisme J de I'(¢), antilinéaire si { est
complexe

J:T() —T ()
vérifiant si s,t € I'? (¢), a € T (CL(W)) et p € C (W) alors
T (sp) = J(5)P, I (as) = x (a) I (s) (5.1)
et
(J(s) [ T(@) =(s|t), (5:2)
T'(¢) est une J-algebre.

Remark 3. Un J-fibré ¢ défini une structure de J-algebre sur I ({) en posant
I (s) (w) = J (w) (s (w)), w eW.
Un fibré ¢ de base W pour lequel, T' ({) est une J-algebre et il existe une action
¢ de Clifford sur ¢ qui est continue et irréductible vérifiant
(ulc(w)(a) (U)>Ew(() = (c(w) (a”)u | U>Ew(§)
pour a € E, (CL(W)) et w € W, c’est-a-dire, Vo € T' (C1(W)) ou T (C1(W, Q)) et
Vs, t € I'(¢) on a
(s (@) () = (e(@) () | 1) (5.3)

f—¢ (a*), on dit que ¢ est un fibré spinoriel.

ou ¢(a)

Definition 5. Une représentation spinorielle, d’une variété VW orientée, est la
donnée d’un fibré spinoriel de base V.
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Sin = 400, la représentation spinorielle est une représentation spinorielle définie
sur un fibré d’état. Une structure de spin, sur une variété W orientée de dimension
paire, est la donnée d’un bimodule I" ({) garantissant ’équivalence de Morita entre
C (W) et I' (C1(W)) et d’un isomorphisme J vérifiant 5.1, 5.2 et 5.3.

On se fixe une connexion V sur un fibré vectoriel ¢ complexe

VT (¢) — I () @' (W)
V est une application linéaire vérifiant la regle de Leibniz
V(sp) =V(s)p+s@dp

ot p € C®° (W), s € T (¢) et Q' (W) est l'espace des 1-formes. Sur une carte de
trivialisation W de W des fibrés ( et &', si {sqa} et {d”} sont des sections de bases
locales de ¢ et £ alors

Vs, =T9gs, @ d°, T2 € C™ (W)
sis=s;p7

Vs=(d+T)s
ol
ds = 84 @ dp® et I's = ngI‘?_‘Bsa ®dP.

Si X € T'(§) et V est une connexion sur le fibré vectoriel complexe ¢ alors on
peut étendre la connexion & Cl({) en posant
Vx (st) = Vx (s) t+sVx (t), Vs, t € D= (C1(C)) et Vx (s) = Vx (s) siseD>®(().
Lemma 6. V est une connezion sur le fibré vectoriel C1(C).

Proof. La preuve est dans [1]. O

Par ce procédé d’extension, on peut construire pour chaque n € N, une connexion
notée V,, sur Cl, (¢) par itération

Vo=V,Vi=V,Vo=Vi, -+, Vpp1 =V, -

cette suite de connexions permet de construire une connexion a l'infini, notée Vo,
en posant

Voo lrcet, (¢,)= Vs Voo s =V ssis € T'(Cl, (()),
si on peut étendre cette connexion Vo, par continuité a ' (€1(¢)), on la note Vo,
Voo : T (€1(¢)) — T (€1(¢)) @ Q' (W),
en particulier, si ¢ = ¢’ ® C, la connexion est définie sur €I (W) par
Voo : T (EI(W)) — T (CIW)) @ Q' (W).
Remark 4. La connexion Vo eziste si Voo est bornée pour la norme induite par

CLW) sur T (CL(W)). On dit, sous cette hypothése que V est une connexion
normalisable.

Si (W, ¢, J) est une représentation spinorielle de W, il existe une unique connex-
ion spinorielle sur ¢, notée V¢, vérifiant

(vfxsu) n (s | V§<t) — Ly (s|t)

commutant avec .J,
VC _ VC
IV =ViJ
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et telle que
Ve (c(s)t)=c (%s) t+c(s) VSt.
L’action de l'algebre de Clifford peut s’écrire comme une application
I Q)@= (CIW)) — T (), (s @v) = c(v) (s),
avec cette représentation on a la définition suivante,

Definition 6. L’opérateur de Dirac D d’une variété a spin (W, (, J) est Uopérateur
de T (¢) défini par

'Dc = —1 (/C\O VC) .

Theorem 4. Si ( =& QC alors D est l'opérateur de Dirac de la théorie quantique
des champs.

Proof. Pour une preuve on peut consulter [2]. ([

Dans ce qui suit la connexion V est normalisable et I'action de Clifford est
normalement continue. Sous ces hypotheses, I'opérateur de Dirac peut s’étendre
a l'infini en utilisant la dynamique des foncteurs Cl et End. Les constructions
précédentes permettent de définir 'opérateur de Dirac a I'infini en posant

D¢ =—i(co V)

ou ¢ est lextension de ¢ de Cl1(W) a valeurs dans End (¢) définie en 4.1. Sous
les hypotheses précédentes on peut définir un opérateur de Dirac sur Ende (¢)
par Iextension définie en 4.2 en complétant cette construction par une extension
de connexion spinorielle V¢ & partir de la connexion de Levi-Civita définie par la
pseudo-métrique g définie sur WW. Cette extension se fait par récurrence en posant

Ve =v¢ @V
qui est une connexion définie sur End (¢) et par itération
V§ =V, V§ = Vet V5, = V5,
on pose
VS, s= V¢ ssisel™ (End,(¢),

sila connexion s’étend par continuité 4 T> (€nd, (¢)) on lanote V™= (C) I'opérateur
de Dirac sur €nd., (¢) est donné par

QGan(C) = —1 (cg o V@“Dm(C))
avec
oo : T (Endog (€)) @ T (€log (W) — T (Endos (€)) , fao (5 @ ) = too (v) (5)

ol (oo est défini en 4.2. Remarquons que l’on peut construire ces extensions en
oubliant la continuité normale, les extensions obtenues sont données sur des fibrés
de Fréchet, la continuité est donnée pour la topologie limite inductive.
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6. CONCLUSION

En utilisant la dynamique des foncteurs Cl et End, on peut construire des exten-
sion de l'opérateur de Dirac sur des fibrés de dimension infinie. Pour une structure
spinorielle sur W, on construit une connexion spinorielle a l'infini sur les fibrés
Cloo (W) et Ende (€) et extension de laction de Clifford ¢ sur ces fibrés qui soit
compatible avec la structure spinorielle, I'extension de Dirac s’écrit

DEndo (¢) = —0 (c/o\o o VE“d""(C)>

si cet opérateur est normalement continue pour les fibrés €nd., (¢) et €I(W), alors
Pextension de 'opérateur de Dirac s’écrit

Denann(c) = —i (0 VER=O).
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