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GEOMETRISATION DES UNIVERS QUANTIFIABLES

JONOT JEAN LOUIS

ABSTRACT. In this article, an approach to the physical universe is introduced
using the notion of string field. This representation allows to describe the
particles of the physical universe as string that evolve on an universe surface
along a chronological field. The notion of time disappears to reveal a notion of
own time associated with the particle. The finitude axiom allows to define the
notion of quantifiable physical universe, this quantifiable universe for a pair
(Z,D) verifying the Dirac-Beltrami equation,
WpZ =72

where Z is a section of F (£¢), 0p is the section of Dirac operators associated
with the observable D of &¢.

1. INTRODUCTION

Un paire quantique est une paire (F, D) pour laquelle F est un fibré hilbertien
de base W qui est une variété connexe de dimension finie munie d’une métrique
riemannienne, d’une fibre un espace de Hilbert H séparable en dimension infinie et
d’une observable de Dirac D, c¢’est-a-dire, d’une section du fibré End (F)

D: W —s End (F)

qui & chaque événement w € W associe un opérateur autoadjoint D (w) de la fibre
E, (F). L’espace H est I’espace des mesures faites sur les sections locales du fibré
F et W est l'univers observable. Les applications de transition de End (F) sont
définies par

Top (W) u = Top (W) UTojﬁl (w), Yw € Wy N Wp (1.1)

ol Top (w) sont les applications de transitions du fibré F.

Le théoreme de Von Neumann donne I'existence d’'une bijection entre I’ensemble
des opérateurs autoadjoints de H et ’ensemble des mesures spectrales. Cette bijec-
tion peut étre décrite de la facon suivante, un projecteur P de H est un opérateur
vérifiant

P=P‘et P2=P,

une mesure spectrale est une application de I’ensemble des boréliens de R a valeurs
dans I’ensemble des projecteurs

m:BCR—m(B)=Pgp
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pour laquelle
Py =0pn, Pr = 1p,
PBl—PBg = PBg—PBl = PBlﬂBQ
et ayant la propriété d’additivité complete. On pose
dm(A) = P_oo ), VAER
la bijection est définie par
m—T

dont le domaine est donné par
+oo
dom(T)—{heH: }/ /\<P]_OO)>\]h,h>Hd)\‘ <—|—oo}

et T est 'unique opérateur autoadjoint vérifiant

+oo
(Th, k>H:/ AP pha k), dA,

on le note
+o0 +oo
T= / AP _oojdX et T'(h) = / AP _ox (R)dA, Yh € H.
A Topérateur D (w) on associe une mesure spectrale
PD(w) B(R)%P(E’w(]:))a

a chaque borélien B de R on associe un projecteur Pp(,,) (B) de I'espace de Hilbert
E,, (F). Pour chaque couple de sections de F, (s,t) € I' (F) et chaque w € W, la
mesure complexe v, ) sur les boréliens de R est définie par

V(s,t) (w) (B) = <PD(w) (B) (S (’U})) | t(w)>Ew(]:)7

on en déduit que pour chaque w € W et chaque s € I' (F), l'existence d’une mesure
sur les boréliens de R définie par

Vg (w) (B) = <PD(w) (B) (S (w)) | s (w)>Ew(]:) .

Si s est normalisée, c’est-a-dire, ||s (w)||, ) = 1, Vs (w) est une probabilité sur
les boréliens de R, notée Ps p avec Ps p (w) = v, (w). En utilisant la décomposition
de Paul Levy, vs s’écrit comme une somme de mesures

vs (w) = v¢€ (w) + vf (w) + 5% (w)
ol ¢ (w) est une mesure absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue,
VP (w) est une somme de mesures de Dirac et 3¢ (w) est une mesure singuliérement
continue. Pour la mesure v5¢ (w), la fonction de répartition est une fonction con-
tinue et la mesure n’est chargée que sur un ensemble de mesure de Lebesgue nulle.
Si
vs (w) = vf (w)

on dit que la section s a un spectre discret en w et si

vs (w) = v (w),
on dit que la section s a un spectre continu en w. Dans I’hypothese ou

vs (w) = v (w),

le spectre de s est dit singulier en ’événement w.
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2. AXIOMATIQUE DE LA QUANTIFICATION

Dans ce qui suit, on identifie I'univers des particules aux champs locaux y de W
ol W est 'univers que l'on représente comme ’espace de base du fibré d’état F.
Si 'espace W est muni d’une métrique lorentzienne locale, cette métrique permet
de définir des champs chronologiques et des champs espaces locaux. Les sections
locales du fibrés F forment ’espace des états possibles de y, F est le fibré des états
ou fibré d’état. Par rapport a une observable D, ces états vérifient I’axiomatique
suivante.

Axiom 1. L’état d’un champ local x de W est défini par une section locale s du
fibré d’état F.

Axiom 2. A tout champ x est associé une observable de Dirac D.

Axiom 3. Les seules mesures possibles, en l’événement w, sur un champ x pour
cette observable D, sont les valeurs propres de D (w).

Axiom 4. Sis représente l’état normalisé de x, la probabilité de trouver la valeur
A (w) dans le borélien A (w) lors d’une mesure sur x en w est

po (w) = Ps.p (w) (A (w))

avec A (w) = ]A1 (w) , A2 (w)] si le spectre s est ”continu”. Si le spectre est "discret”,
cette probabilité est

pp (W) = Psp (w) ({A (w)}) .

Axiom 5. L’état du champ immédiatement, apres une mesure ayant donnée en w
la valeur X (w), est donnée par la section

Pg, (s) (w) = PEx(w)S (w)
avec Pg, ,, est le projecteur sur le sous-espace propre Ey(,) associé a la valeur
propre A (w).

Axiom 6. L’équation d’évolution locale sur un voisinage W de W de l’état d’un
champ x pour l’observable D est

D(w)(s(w)=A(w)s(w), Vwe W cCw (2.1)
ou A\ est une fonction propre locale de D.
Definition 1. Un état D-observable s est un état qui vérifie les axiomes précédents.

Si l'on fait une mesure sur un état D-observable s, ’état perturbé par cette
mesure est encore un état D-observable. On remarque en particulier que, en w,
Pétat transformé est un vecteur propre Pg, (s) (w) de D (w). Comment le change-
ment d’état en w s’étend-t-il en un changement de 1’état initial s dans un voisinage
de w? Dans le cas d'une observable compacte, on a une réponse sous ’hypothese
que D soit C%-stable et a la propriété des graphes disjoints. La CP-stabilité pour
un opérateur D est définie par la propriété suivante, si s est une section de classe
C? alors D (s) est une section de classe C? pour p € N. Si s vérifie ’équation
d’évolution 2.1 alors A est de classe C? si s est de classe CP.

Definition 2. Une observable D est compacte si pour tout événement w, D (w) est
un opérateur compact.
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Pour une observable compacte, sur chaque fibre E,, (F), il existe une suite de
valeurs propres positives {\,, (w)} strictement décroissante qui tend vers 0. L’ordre
de multiplicité de A, (w) est la dimension du sous-espace propre associé a A, (w).
On définit ainsi une suite de fonction {A,} sur P'univers W vérifiant

Ant1 < A, et limA, = 0.

On fait ’hypothese supplémentaire que D vérifie la propriété des graphes dis-
joints, c’est-a-dire que les fonctions A, ont des graphes deux & deux disjoints, alors
la seule fonction propre A associée a une section D-observable s de classe CP est de
la forme A = \,, pour un unique entier n car A (w) € {\, (w)} et A est de classe C?
sur un voisinage W de w. Pour une section D-observable s, si on fait une mesure
A (w) en w, le changement d’état en w va s’étendre dans un voisinage W de w sous
la forme

s(w) = Pg,, (s)(w),Vwe W
ol A\, est 'unique fonction propre de D sur W vérifiant A, (w) = A (w).

Si I'hypothese sur les graphes n’est pas vérifiée, la situation est plus compliquée.
Soit w; un chemin allant de I’événement wy & wy et posons A (¢) = A (wy), A est
une fonction continue de [0,1] & valeurs dans ]0,4+o00[. Aux points d’intersection
des graphes des fonctions A, (£) = Ap (w¢) €t A (£) = A (wy), le graphe de X peut
passer du graphe Xn a celui de Xm.

Remark 1. Pour une observable compacte, la probabilité de trouver une mesure
A en w, entre pg et pp avec 0 < po < py et py <K 0, est petite car il y a un

grand nombre d’entiers n pour lesquelles A\, (w) € Jpo, p1]. On peut estimer cette
probabilité ¢ = ot N est Uentier défini par

N
N =4#{n: X\, (w) € lpo, ]} .
3. CONNEXION DE KOSZUL ET SECTION DE DIRAC

Lorsque que 'on veut décrire ’évolution d’un état s d’'un champ local on fait
intervenir une connexion de Koszul V sur le fibré d’état F. L’observable de Dirac
est définie comme la composée de la section de Dirac avec la connexion de Koszul,

D=v0V (3.1)

ol la connexion de Koszul V est définie par
V:I'(F) =T ®F),Vs: T (§) — T (F)
Vs est C-linéaire sur chaque fibre, {¢ est le complexifié du dual du fibré tangent §
et V vérifie la formule de Leibniz
V (¢ps) =dop ® s+ ¢pVs.
On pose
Vx:T'(F) —T(F), Vxs=Vs(X)

la formule de Leibniz s’écrit

Vx (¢s) = d¢ (X) s+ ¢V (s),

d¢ (X) représente la dérivée de Lie de ¢ le long du champ X. La section de Dirac
est définie comme la ”pseudo réciproque” de V & unité D (3.1). Cette section est
un morphisme de fibrés

v:T(E®F) —T(F)
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vérifiant
7 =1[¢,9]0V
ou [¢, 7] est définie par
[9,7] s = ¢ (s) =7 (¢s), Vs € Thoc (§5 ® F) , Vo € C (W, C)
et
Y T(F) = T(F), 7 () =7 (d®s)

est I'opérateur de Dirac associé a la section d de &7.

On se fixe une carte de trivialisation W de £ et F. Soit {e,} une section de
bases hilbertiennes et {d*} une section de bases duales sur W alors {d" ® e, } est
une section locale de bases du fibré {¢ ® F.

Theorem 1. Localement, pour les bases {d"} et {d" @ en} on a
Ve, =V, d" ®emavecZ‘V w‘ < 400, Vw e W
m,p
et

P (em) = 7iPey avec 37 P (w)|? < +oo, Vw € W,
p

st les sections d’opérateurs de Dirac y* sont autoadjointes alors D est autoadjointe
quand

Vh T = Vi AkP, Vp,m, L. (3.2)
Proof. On a
De,, = Dpep, avec Dh = V7L AP et Z |V, (w) A5 ( )| < o0, Yw € W.

L’opérateur v* est autoadjoint si

<~Yﬂem, el> = <€m, 7H6l> ) Vm,l

_ HD
’ﬁ:Lp <ep7 el> =M <em7 ep>
l m
VPO = AL 3PP 8, ou encore Y4 = 7w,
D est une section autoadjointe si

(Dem, er) = (em, Der), Ym, 1

Vo Vil oy = VE AP, V4" 6pm ou encore V7 #’7k V—f# X
donc,
vE H’y“p(; = V*k mu Y] p5kp =VP ;ﬂl
V’“ X VP S, = Vlﬂ“p5pk = Vzﬂm

et on a
VP #”yl”p = VzH”Ym .
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Dans ce qui suit on suppose que la section de Dirac v est une section a trace
et autoadjointe. La section <y est a trace si pour toute section d de £ la section
formée d’opérateurs de Dirac ¢ est & trace sur chaque fibre de F. La section 7y
est autoadjointe si la section v est formée d’opérateurs autoadjoints sur chaque
fibre. Avec cette définition on peut définir une pseudo-métrique sur chaque carte
de trivialisation W des fibrés € et F. Sur une carte de trivialisation W de £ et F,
on se fixe une section locale {9, } et la section duale {d"} définie par

d” (Ou) = 6y,
les sections d’opérateurs v¥ = ~%  définissent le tenseur de Poisson en posant
Y = Trace (v7")

ce tenseur est symétrique, les fonctions v*¥ sont réelles sur W. Si ce tenseur définit
une métrique sur W, on dit que y est métrisable. La métrique est définie par
0,,0,) = ! g

g( s Ov) = dimWFy )
si g est une métrique riemannienne, repectivement lorentzienne alors v est une
section de Dirac riemannienne, respectivement lorentzienne. Dans le cas de la
dimension 4, si g a pour signature (—, —, 4+, +) sur W, la métrique est dite métrique
de Fermi. Dans le cas riemannien, on peut étendre les métriques riemanniennes
locales en une métrique riemannienne sur 'univers WW. Pour une section de Dirac
métrisable, on note V la connexion de Levi-Civita associée a la métrique g.

Definition 3. Une section de Dirac-Finstein est une section métrisable qui vérifie
l’équation relativiste d’Einstein

R L Z 8TC g
2 ct
ou RM est le tenseur de Ricci associé a V, R est la courbure scalaire, TH" le tenseur
énergie-impulsion.Les constantes ¢, A et G sont les constantes universelles.

Dans l'univers d’Einstein, les observables permises sont de la forme D = V o~y
ol vy est une section de Dirac-Einstein.

4. UNIVERS QUANTIQUE

En dimension 4, sur le complexifié du fibré tangent ¢, chaque métrique rieman-
nienne gg induit une structure de fibré hermitien, en posant

(X,)Y)=9gr(X,Y)
pour tous les champs X et Y réels. On se fixe, sur W, une section locale de bases
{0,}. La section locale de bases duales relativement & gr est définie par

d" (X) = gr (X, 0,)

pour tout champ local X. On munit le fibré hermitien ¢ d’une section de Dirac y
métrisable Lorentzienne. Les opérateurs de Dirac v* = 4" sont autoadjoints et le
tenseur de Poisson

" = Trace (vv")
induit une métrique Lorentzienne locale sur W en posant

1
91 (0, 0,) = ZWW-
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On note V le complexifié de la connexion de Levi-Civita associée a la métrique
gr et on pose D =V or.

Theorem 2. Si~ est une section vérifiant 3.2 alors D est une observable locale.

La section locale d’opérateurs D n’est pas, en général, une observable. Les
sections d’opérateurs {y*} sont des observables locales, 'équation d’évolution d’un
champ local complexe Z le long du champ 0 s’écrit

v(2) =X'Z, d(X) = gr (X,0), (4.1)

A4 est une fonction définie sur W strictement positive. L’évolution globale d’un
champ complexe Z sur W est de la forme

D(Z) = \Z, (4.2)

A est définie sur W. Pour une observable locale D, les champs complexes Z pour
lesquels 4.2 est vérifiée sont dits mesurables. Pour un champ 9, si I’équation 4.1
est vérifiée, le champ complexe local Z est dit mesurable le long du champ 9. On
dira simplement qu’il est 0-mesurable.

Dans ce qui suit, on définit la notion d’univers quantique et on propose une
représentation géométrique dans ’espace-temps d’Einstein sous forme de corde. La
notion de champ en corde permet cette approche.

Definition 4. Un champ en corde est un champ complexe local Z = X +iT, X
et T sont des champs réels tels que

[X,T] € Vect {X,T} avec dim Vect {X,T} =2

ot [X,T)] est le crochet de Lie. Un champ en corde chronologique est un champ
en corde pour lequel X est un champ espace et T est un champ chronologique.

Remark 2. Pour un champ en corde chronologique, dim (Vect {X,T}) = 2. On
peut comparer cette définition & celle donnée dans [5].

La fonction complexe locale ¢ = o+ i ou « et S sont définies par
(X, T] =aX + 8T (4.3)
est 'onde associée associée au champ Z. L’application Tan z définie localement par
w €W — Tan z (w) = Vect {X (w),T (w)}

est un systeme de Pfaff local sur W. Ce systéme est completement intégrable. En
chaque événement w € W il existe une surface connexe maximale S pour laquelle
w € S et S est une intégrale de Tanz. Pour un champ en corde chronologique, les
intégrales maximales connexes associées au systeme Pfaff

w € S — Tan x (w) = Vect {X (w)}

sont des cordes possibles ¢ sur S, difféomorphe & Stou I = 0, 1] dites respectivement
fermées et ouvertes. Dans le cas des cordes ouvertes, on définit les fermetures
relatives
]11 = ]O, 1] ) HO = [O, 1[ et HO.,l = [O, 1]

ces fermetures sont des cordes possibles si on retire & la surface S des disques
ouverts ou fermés. Une corde ¢ est la représentation géométrique de la notion de
particule en physique. La surface S est la trajectoire de cette particule ¢ le long
du champ chronologique T'. Par exemple, si la trajectoire est un tore, les petits
cercles représentent la particule en déplacement et les grands cercles représentent les
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courbes intégrales du champ chronologique (ou inversement), cette représentation
est une représentation cyclique.

On peut remarquer, qu’avec cette définition, une particule peut étre en deux
événements distincts wg et wy simultanément et que chaque particule a un temps
propre associé a son champ chronologique T'. On pointe la particule ¢ en I’événement
wp, on note ¢y cette particule pointée. Pour une particule ¢ qui se déplace localement
sur la surface S, wy se déplace le long de la courbe intégrale de T' de wy & wy. Si
61 est la position de la particule ¢ pointée en w; alors ¢; est la courbe intégrale
du champ X contenant wi. Une corde ¢ est une feuille connexe du feuilletage de
S associée au champ espace X, les feuilles chronologiques définies par le champ
chronologique T sont les trajectoires de la particule pointée.

Soit S une surface d’univers d’un champ en corde chronologique et in : § — W,
Iinclusion de S dans W. L’application tangente de in en w,

T,in:T,S — T,W

est un isomorphisme de T,,S sur Vect {X (w),T (w)}. Par la suite, on identifie T, S
et Vect {X (w),T (w)} & laide de cet isomorphisme. On définit les deux 1-formes
Aet psur S par A (w) (u) = a et p(w) (u) = B pour

Twin (u) = aX (w) + BT (w),

ces deux 1-formes définissent la 2-forme 0 = A A p sur S. Avec les notations
précédentes, on remarque que

o(X,T)=1,
la surface S est orientable et on prend pour orientation ’orientation induite par la
section des bases {X, T} sur S.

Definition 5. La tension de la feuille S est
T(S) = / . (4.4)
S

La tension est une quantité positive par le choix de 'orientation de S. La corde ne
peut pas occuper toutes les surfaces d’univers, on suppose que les surfaces d’univers
possibles S sont celles qui rendent minimale 7 (S). Il peut y avoir une infinité de
surface d’univers avec une tension minimale.

Definition 6. Un temps relatif sur S est une C°-application 7 : S — R pour
laquelle
Kerdr = RT,

le temps relatif est constant en tout événement situé sur la corde.

La condition nécessaire et suffisante pour que 7 soit un temps relatif sur .S est
que, pour tout w € S C W, la dérivée de Lie le long du champ chronologique de
Papplication 7 vérifie L7 (w) = 0. Cette égalité est équivalente & I'existence d’une
C*-application f sur W a valeurs dans R vérifiant d7 = fA. Le temps relatif est
orienté positivement si f > 0 sur S\ {f = 0}. Si 7 est orienté négativement, —7
est orienté positivement. Si 71 et 7 sont deux temps relatifs sur S alors 7o — 77 est
un temps relatif sur S. Un temps relatif 7 est un temps propre quand f = 1. Si
S~ {f = 0} n’est pas connexe, un temps relatif peut étre positif sur une composante
connexe et négatif sur Pautre. Dans la suite un temps relatif est tel que {f = 0}
est vide ou une sous-variété de dimension 0 de S.
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Theorem 3. Il y a équivalence entre la 1-forme différentielle A est exacte et S est
muni d’un temps propre, tous les temps propres T de S sont les primitives de A. Si
T et 7o sont deux temps propres sur S alors o — 11 est constante sur S.

Proof. La fonction f est définie par f (w) = Lp7 (w). Si f=1,dr =\ O

Definition 7. Le champ en corde Z est exacte sur la surface d’univers S si la
1-forme A est exacte.

Pour un champ en corde Z = X + T qui est T-mesurable, on définit la masse
de la corde ¢ par

M = /gmu (4.5)

avec 1, = txo qui est une forme volume sur ¢ et m est la densité de masse définie
par, si
d' = gr (., T) et 4T = vdT
alors
VI'(Z) =mZ.

Remark 3. On rappelle que A = —tpo et p=txo.

T = / y= / ixo. (4.6)

Definition 8. Une corde compléte s au temps t est l'union des composantes con-
nexes de 71 (t) ou T est un temps relatif propre.

La tension est définie par

Avec cette définition on peut faire la remarque suivante,

Remark 4. En physique relativiste, [’énergie est proportionnelle a la masse de la
corde compléte avec un coefficient de proportionnalité positif, noté c2,

E. = M<c2,

pour un champ en corde exacte Z sur S, si on impose que l’énergie de chaque corde
conneze est invariante sur S et vaut Eg, alors l’énergie d’une particule compléte
au temps t pour le temps propre T est

E, = k(t) Es

ot k (t) est le nombre de cordes connexes composant cette particule compléte. Si on
passe d’un temps t a t + At, la variation d’énergie est

AE = (k(t+ At) — k() Es = Ak (t) Es.
Pour un temps propre différent, on a
AE = Ak (t+ «) Eg,

ot la constante « est la différence entre le nouveau et l’ancien temps propre. Ainsi,
on a quantifié l’énergie en imposant une énergie constante sur chaque corde située
sur la surface d’univers composant la corde compléte. Si on utilise la formule de
Planck

E.=hv



10 JONOT JEAN LOUIS

ou v est la fréquence d’oscillation de la corde et h est la constante de Planck, alors
les cordes ont méme fréquence d’oscillation sur S. Les équations d’FEinstein et
Plank, E. = M.c* et E. = hu,, permettent d’écrire

h

£ =MT =~ (4.7)

qui est invariant, T, = Ui est la période d’oscillation de la corde 7.
Y

On se fixe une métrique riemannienne gg canonique sur S définie par
gs (XvX) = Jgs (TvT) =1let gs (XaT) =9gs (TvX) =0.

Avec cette métrique pour un temps propre, X = gradr. L’excitation globale
de la surface d’univers de S est une section e de S & valeurs dans Isom, (T'S)
qui & chaque événement w € S associe une isométrie de (73,5, gs (w)) conservant
I'orientation. La restriction de cette section & une corde ¢ est ’excitation de cette
corde sur S. On pose M,, la matrice de ¢ (w) dans la base {X (w),T (w)}, il existe
une C'*°-application t: .S — R vérifiant

M, — ( cost(w) —sint(w) > (4.8)

sint(w) cost(w)

Si ¢ est difféomorphe & Stou I =[0,1], on prend un paramétrage par longueur
d’arc ¢ : [0,1] — ¢, 'application 6 o g : [0,]] — R est prolongeable par périodicité
sur R, la période T de cette fonction est la période d’excitation de la corde ¢. La
longueur de la corde [ qui est la tension 7¢ de la corde vérifie

T. = kT., k € N*,
Proposition 1. La tension de la corde ¢ est un multiple entier de la période Tt.
Remark 5. La fréquence d’excitation de < est v = Ti

Pour comprendre la notion de fréquence d’excitation d’une corde ¢, on se place
dans un voisinage de cette corde dans lequel il existe un temps propre 7. On choisit
I'unique temps propre pour lequel ¢ = 771 (o) et on pose ¢o = <. Ensuite, on
fait varier le temps propre de to & t1. Si on pense ¢y comme une corde ouverte ou
fermée qui évolue, sur la surface S, de ¢p = 771 (tg) & 1 = 771 (1) et on se fixe
un événement wy, sur gp, cet événement décrit une trajectoire de wy, a wy, € <.
On pose w; € ¢ = 7~ () un paramétrage de cette courbe. Le transport parallele
le long de cette courbe permet de définir une isométrie de Gy, ,w,,  Tw, S — Tw,S
pour tout t € [to,t1], qui préserve 'orientation. On a

<wt1 »Wtg = C’wtl sWe o g’wh’wto :
L’événement marqué w sur o = 7! (t) suit la trajectoire w; pour laquelle
_ -1
¢ (wtl) = Swyy,wi O € (wO) ° gwtl Wi ! Vto, ty.

Si on se place sur la corde, il y a une excitation donnée en chaque événement w
par ¢ (w) et les déplacements suivant un temps propre, de chaque événement de la
corde, vérifient 4.7. On en déduit la relation de quantification d’une corde,

h
M.T, = ko k €N, (4.9)
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Remark 6. Pour un champ en corde, la notion de chronologie n’existe plus. La
notion de surface d’univers continue a exister mais comment définir la notion de
déplacement. Le déplacement peut étre défini a partir d’une métrique lorentzienne
qui fait du champ T un champ chronologique, cette métrique est construire a partir
d’une métrique riemannienne définie sur l'univers W. La notion de particule reste
une sous variété aléatoire de dimension 1 de S. Aléatoire signifie que si on pointe
cette particule en ’événement w, toutes les sous-variétés connexes de dimension 1
de S contenant w sont des candidats possibles pour cette particule si on ne définit
pas de temps propre sur la surface d’univers S.

5. INTERACTION ENTRE CHAMPS EN CORDE CHRONOLOGIQUE

Une observable de Lie est une observable locale D telle que D (w) est un mor-
phisme de l’algebre de Lie E,, (§c). Une observable de Lorentz est une observable
locale qui conserve la structure espace temps. De fagon précise, I'image d’un vecteur
espace de u € E,, (§) par D (w) est un vecteur espace de E,, (§) et 'image d'un
vecteur chronologique est un vecteur chronologique de E,, (§) pour une métrique
lorentzienne locale dans une carte de VW contenant 1’événement w.

Definition 9. Une observable de type LL est une observable locale qui est a la fois
de Lie et de Lorentz.

Claim 1. Dans ce qui suit, sauf mention contraire, les observables sont de type
LL.

L’univers quantique observable est formé des champs en cordes chronologiques
locaux pour lesquels on peut associer une observable de type LL de &c, toutes les
observables commutent deux a deux. La représentation géométrique est donnée par
les cordes associées a ces champs. L’univers quantique observable est localement
dénombrable si sur chaque carte W de 'univers W, ’ensemble des champs en corde
chronologiques définis sur W est au plus denombrable. On se fixe une carte W
de W, on note {Z,, : n € N} Pensemble des champs en corde chronologiques définis
sur W et D,, 'observable de type LL associée & Z,. Comment définir I'interaction
entre deux champs en corde chronologiques Z; et Z57

Lemma 1. Si Zy et Zs sont des champs de l'univers quantique alors les champs
locaux

Zoy =Dy (Zy1) et Zio =D1(Z2)

sont des champs de l'univers quantique qui vérifient la méme équation d’évolution,
St
Dl (Zl) = )\121 alors Dl (Zgl) = )\1Z21

et si
DQ (ZQ) = /\QZQ alors DQ (Zlg) = A2212.

Proof. L’observable D est du type LL, donc
Z9 = Do (X1) +1iD2 (T1)

avec Dy (X7) est un champ espace local de & car X; est un champ espace et Dy (T1)
est un champ chronologique car T; est un champ chronologique. L’équation

(X1, 1] = a1 Xy + BTy
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permet d’écrire
[D2 (X1), D2 (T1)] = D2 ([ X1, T1]) = D2 (an X1 + 1 T1)
= a1 Dz (X1) + 1Dz (T1) -
Le champ Z3; est un champ en corde chronologique, il en est de méme de Zi5.
De I’'équation
Dl (Zl) = )\1 Z1
on peut écrire
D1 (D2 (Z1)) = MD2 (Z1)
Dy (Z21) = MZn
et
Dy (Z12) = N2 Zna.
O

Remark 7. Sio est une permutation de {1,2}, les deux champs de vecteurs obtenus
sont notés Z,.

De fagon plus générale, pour une famille au plus dénombrable de champs en

corde chronologiques

{Zl, cee ZN}
d’observables associées

{Dl,... 7DN},
on peut définir une famille de champs en cordes chronologiques en définissant Z15,
Z193, Z1234 €t ainsi de suite pour obtenir Zio3...ny. Pour toute permutation o de
{1,2,3,--- , N} on peut définir les champs

{Zs()o2): "+ Za()o2)o(3)o(N) } »

les champs ainsi obtenus sont notés {Z,}. La famille
{21, . Zn}

est la famille souche et la famille {Z,} est la famille de premiére génération en-
gendrée par cette souche. La premiere génération {Z,} engendre une deuxieme
génération et ainsi de suite.

Remark 8. Si Z13 = (Z1), alors Z123 = (Z12)4 et ainsi de suite....

Notation 1. Les champs de la n®™¢ génération sont notés {Z"}.

Definition 10. L’univers est de type fini si tous les champs en cordes chronologiques
de cet univers sont engendrés par une souche de cardinal fini. L’univers est fini si
il ne contient qu’un nombre fini de champs en corde chronologiques.

Comment définir le résultat de l'interaction entre les cordes 7; qui génerent les
champs Z;7 Les observables D; associées aux champs Z; sont des champs propres
de D;. L’interaction doit étre indépendante de I'ordre des indices i. On est amené
a regarder les observables

ﬁ:plo...oﬁo...opN

et ensuite le résultat est donné par des champs en cordes, si ils existent, qui sont
des champs propres de ’observable D.
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Lemma 2. Avec les hypothéses précédentes, les sections locales a de End (&)
sont des observables locales de type LL.

Il existe une section locale de base {e,} telle que
Dieu = )\i,ueu

les fonctions propres de @\Z forment un sous-ensemble de

A= [[Mewrv=0,1,2,35, (5.1)
k#i
la section de sous-epaces propres E (), ) associée a la fonction propre A, contient

des champs en corde chronologiques si il existe un champ espace X et un champ
chronologique T' vérifiant

X (w), T (w) € E(\ (w)) C Ey(§)
et
[X (w), T (w)] € Vect {X (w),T (w)}

X +4T est un champ chronologique en corde ayant pour fonction d’état A, et pour
onde

bz =a+iBsi Z=X+iTet [X,T] =aX +BT.

Remark 9. A partir du champ en corde chronologique Z, on peut construire une
famille infinie de champs Z = aX + 18T, en remarquant que

[aX,bT) = ab [X, T] + (aLxb) T — (bLra) X
[aX,0T)=b(aa — Lra) X +a(Bb+ LxD)T,

l’onde associée
¢z =b(aa — Lra) +ia(Bb+ LxD).

Definition 11. Les champs résultants de l’interaction entre N champs en corde
chronologiques {Z1,--- ,Zn} est une sous-famille de la famille

{21, 2n}. 2, =Du(Z).
La sous-famille de {Z1,--- , Zn} formée des champs propres de
D=Dyo---0oD;o---0Dpn
est la résultante de Uinteraction entre les champs {Z1, - ,Zn}.

Remark 10. Les champs Z,, et Z,, sont décrits par la méme observable D, et la
meéme fonction d’état.

Une représentation géométrique de 'univers W est une variété lisse, connexe, de
dimension 4, la représentation physique est donnée par une famille de cordes de W.
Pour décrire une représentation de W, on construit une métrique riemannienne g
a partir d’un recouvrement localement fini de cartes et d’une partition de 'unité
subordonnée a ce recouvrement. Ce procédé n’est plus applicable pour construire
une métrique lorentzienne sur WW. Sur chaque carte on peut construire une métrique
lorentzienne a partir de la métrique de Minkowski qui n’a pas, nécessairement,
d’extension sur W. La notion de champ en corde chronologique ne peut étre définie
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a partir d’'une métrique lorentzienne globale. Pour remédier a cette difficulté, on
part d'un champ globale T" et on pose

¢r: W — RT, 67 (w) = g (w) (T (w) , T (w))
qui est C'*° si T est lisse.

Definition 12. Le champ T est un champ a singularités lisses si chaque com-
posante conneze de (b;l (0) est une C™ sous-variété de W de dimension < 3. Une
singularité de T est une composante connexe de gb;l (0).

Une singularité de dimension 0 est un événement de W, une singularité de di-
mension 1 est une corde de W, une singularité de dimension 2 est une surface
d’univers de W et les singularités de dimension 3 sont les bords de I'univers dans
le sens suivant, chaque composante connexe de

W~ > B
dim(B)=3

est un univers. En dehors des singularités de T, on peut définir une métrique
lorentzienne g7 en posant

gr (w) (T (), T (w)) = —g (w) (T (w) , T (w))
et

gr (w) (X (w), X (w)) = g (w) (X (w), X (w))
si X (w) € RT (w)l‘, lorthogonalité est donnée pour la forme bilinéaire g (w) et
w est un événement en dehors des singularités de T'. Pour cette métrique, T est

un champ chronologique et X € RT est un champ espace si X # o. Les champs
espaces locaux X, définis en dehors des singularités de T', pour lesquels

X, T) = aX + BT,

permettent de construire des champs en corde chronologiques Z = X + T pour la
métrique lorentzienne gr. En résumé, un champ en corde local Z = X + iT est
chronologique pour la métrique lorentzienne locale gr en dehors de gb;l (0). Un
champ en corde local défini un temps propre pour lequel la notion de déplacement
d’une corde a un sens.

Remark 11. On peut appliquer cette construction pour tout champ local T'.

Comment décrire 'interaction de toutes les cordes de I'univers? Pour cette de-
scription on se fixe 'axiome de finitude suivant,

Axiom 7. En chaque événement w de l'univers mathématique W, il n’y a qu’un
nombre fini de corde connexe contenant cet événement w.

Si on applique cet axiome en chaque événement w € W, il existe une famille finie
{Z1,-++,ZN} de champs locaux en corde vérifiant w € NY_; Z;. On peut construire
une section de ’espace Bose-Fermi-Fock en prenant pour vecteur de cet espace en
w le vecteur

s(w)=8(Z1 (w)®--®@Zy (W) ®A(Z1 (W) ® -+ R Zy (w))

S(Z1(w) ®-- ®Zn (w))
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est le symétrisé de Z; (w) ® -+ ® Zn (w) et
A(Z1(w)® - ® Zn (w))

est Pantisymétrisé de 71 (w) ® - - - ® Zy (w). L’intérét de cette construction permet
de définir une section de I’espace de Bose-Fermi-Fock du complexifié du fibré tangent
&c, & savoir F (§c) = Fy (&c) ® F— (&c), qui donne une description de l'univers
physique en chaque événement w. Si on définit une observable D sur I’ensemble de
P'univers W, peut-on quantifier cette observable et définir les sections d’opérateurs
de Dirac et de Beltrami opérant sur les sections locales de F (&c).

6. QUANTIFICATION DE L’UNIVERS PHYSIQUE

On rappelle la construction des espaces de Fock a partir des sommes de Whitney.
On note f(‘?", le produit tensoriel d’ordre n de &, avec

€% = (W x C,pr;, W,C)
est le fibré trivial de fibre C sur W. On note S, (&c), le symétrisé de 5™ et A, (éc),
Iantisymétrisé de {g". L’espace de Bose-Fock de &¢ est la somme de Whitney infinie
et complete des symétrisés S, (&)
Fi (60) = (B (Fr (&) 7, W, Fi (CY))
c’est-a-dire, pour chaque w € W

By (Fs (&) = {u = {u(")}oo

n=0

U € 8, (B (6c)), S [ut
n=0

2
<00,
w

Sn (Ew (&c)) est le symétrisé d’ordre n de la fibre E,, ({c) munit du produit scalaire
induit par le produit scalaire de E,, (&c), noté (- | -),,, et 'espace de Fermi-Fock est
la somme de Whitney infinie et compleéte des antisymétrisés A,, (¢)

F-(éc) = (E(F- (&) , 7=, W, F— (H)),
c’est-a-dire, pour chaque w € W,

Ey (F- (§c)) = {u = {u(")}

oo

W € Ay (B (6). 3 [u
n=0

2
<00 p.
w

On rappelle que pour un espace de Hilbert H, séparable en dimension infinie et
hilbertien en dimension finie, on a
2
< 0

Fi (H) (w) = {u = {um}™
’ < oo}

||u(”) || désigne la norme définie par le produit hermitien induit par H sur respec-
tivement S,, (H) et A, (H). Les espaces de Bose-Fock et de Fermi-Fock ont une
structure de fibré hermitien sur W. L’espace de Bose-Fermi-Fock de ¢ est défini
par le produit tensoriel des fibrés F (&c) et F_ (&)

F(&c) = F4 (6c) @ F- (&c),

n=0 '

e s, (H),Z H“(n)
n=0

F_(H) (w) = {u = {u<n>}:’:0 ™ € A, (H), i H“(n)
n=0
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c’est le fibré de Bose-Fermi-Fock associé a £c. Si on prend n sections Z3,--- , Z,
de &c, le symétrisé s’écrit
1
Sn(Zl®"'®Zn):E Z Zy(1) @+ @ Zo(n)

" o€Perm{1,--- ,n}
et 'antisymétrisé s’écrit
1
An(Zl®®Zn):E Z E(U)Za'(l)®"'®za(n)v
o€Perm{1,,n}

Sn(Z1® - ® Z,) est une section de S, (§c) et A, (Z1 ® -+ - ® Z,,) est une section
de A, ({c). On peut consulter, sur les sommes de Whitney infinies et fermées,
I'article [6]. Dans notre situation, le fibré (2™ a pour fibre H®™ avec H = C* et est
muni d’une structure de Hilbert canonique induite par H, chaque fibre est donnée
par
Ey (687) = Eu (60)°"

est munie d’un produit scalaire hermitien induit par une métrique riemannienne g
sur W. Chaque section X de Fj (&) s’écrit

X = {X<">},

ott X (™) est une section de S, (£c) que I'on peut identifier & une section de F, ()

par
{07,,,70,)((”)70,,,_}7

la section vide de 'espace de Bose-Fock est la section constante 1, définie par
Ly (w) ={1,0u,0u, -} € By (F1 (§c)) -

Pour chaque section X de &, il existe un unique opérateur linéaire a (X') densément
défini et fermé sur F (§c), non borné, appelé annulateur de Bose sur le champ X,
son adjoint est opérateur a (X)". 1l vérifie les propriétés

(a(X)"Y) © 0,
(a(X)" Y)(n) =/nS, (X ® Y("_l)) pour tout n > 1,

pour chaque u € Ey, (Fy (£c)), Iopérateur a (u) a pour adjoint a (u)” qui s’écrit

o ({#)) = {o (v (s )] ]

ot S, (u®@ v~V est le symétrisé de u @ v("~ pour tout {v™} € B, (Fy (&)
[1], [2] et [10]. L’opérateur a (X)" est défini en prenant pour chaque w, I'adjoint de
I'opérateur

a(X) (w) : By (F+ (§c)) = Ew (F+ (€c))

sur chaque fibre. On a
a(X) 14 = o pour toute section X € S (&c),

ot 0 (w) = (0,04,04, ). Pour chaque section X de &, il existe une unique
section d’opérateurs linéaires b (X) de F_ (&c) appelée annulateur de Fermi sur le
champ X tel que

dom (b (X)) = F- (&c) et [[b(X) (w)]| = [ X (w)]]

w ?
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donc b (X) est borné, I'adjoint b (X)* vérifie
bx) V) =o,
(b(xX)" V)™ = Vi, (X @YD) n>letY e Fo (&),

Ay, (X ® Y("_l)) est Iantisymétrisé d’ordre n de X ® Y(»~1. Pour chaque u €
E,, (€), l'opérateur b (u) a pour adjoint b (u)" qui vérifie

b(u)" ({v(")}) { {\/—.A (u®v n— 1))}7121}, {U(n)} € Ey (F_ (&)

Proposition 2. Pour toutes sections X etY de &c
[b(X),b ()] = (X )1
{p(X),b(Y)} =0
En particulier,
b(X)? =o.

Proof. On peut consulter [12] pour une preuve. ([l

La section vide de I'espace de Fermi-Fock est la section constante 1_ définie par
1 (’U}) = {170w70w7"'}7

1 (’U}) = {170111701117 o } € Ew (]:— (&C))a
cette section vide vérifie

b(X)1_- = o pour toute champ X de &c.

On introduit un opérateur différentiel extérieur sur les fibrés de Fock de la facon
suivante. Soit D une observable de ¢, on pose

V5® = Vect {a(Xl)* cea(Xp) 1 @b (V) - b(Y) 1 X, Y € T (&c) } .
Theorem 4. Il existe une unique section dp d’opérateurs de F (§c), densément
définie et fermée telle que

Vp° C dom (dp) et Vp° est un coeur de dp,
pour chaque section X € V3°,
X = a(X1) - a(Xa) 1 @b (V) b (¥y) 1
on a
dpX =0 pourn =0
dpX =3 a (X)) - a (X)) -a(Xn) 14 ®b(D (X)) b(Y1) - b(¥,) 1,

dp laisse invariant V5°. De plus,
Vp° C dom (dp)
et

—

dHX = Z a (DY) a(X1)"-a(X,) 1.@b(Y1)* b (Vi) - b(Y,) 1.

pour tout X =a (X1)" - a(X,) 1. @b (Y1) ---b(Y,)"1_. Dans le cas p=0, on
a

dpX = o,
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en particulier, dy, laisse invariant V3°.
Proposition 3.
dom (d%,) = dom (dp) et pour tout X € dom (dp) , dpX = o.

Si T est une section d’opérateurs de End (&c) alors pour tout X € VE° et «,
BeC>(W,QC),
adpX + pdrX = da’D+ﬁTX..
Proof. 11 suffit de vérifier que la propriété est vraie sur chaque fibre des fibrés

considérés. La démonstration sur une fibre du fibré est donnée dans [3], [10] et
[11]. O

Remark 12. Le coeur V. d’une section T d’opérateurs d’un fibré hilbertien ¢ dans
un fibré hilbertien n est une famille de sous-espaces {Vi,}
Vi C Ey (€)

pour laquelle V,,, est un coeur de l’opérateur

T (w) : Ew (¢) — Ew (1)
c’est-a-dire,

T (w) |y, =T (w), Yw.

Le théoréeme précedent est encore vrai pour des sections d’opérateurs densément

définis et fermés d’un fibré hilbertien dans un autre.

Definition 13. La section de Dirac sur F (c) associée a l'oservable D est définie
par

0p =dp + d%
avec dom (0p) = dom (dp) N dom (d},). La section de Laplace-Beltrami sur de

F (&) est
Ap = dpd% + d*DdD

Remark 13. Les sections de Dirac et Laplace-Beltrami sur ’espace de Bose-Fermi-
Fock opérent sur l'espace des sections du fibré.

Pour une observable D de £, on pose
D . gfm — g8
la section de End (§2™) définie par
PO _o

est la section identiquement nulle et
DM =310 01, @DO1, ®...0le, n>1
j=1

ou D se trouve a la j-ieme place. La seconde quantification de D sur F ({c) est
définie sur les sections du fibré F ({c) par

P =D, D({X}) = {p0 (x)}.

ou, si
X("):X1®X2®---®Xn
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alors
D) (X(n)> — ZXl @ @D(X;) @@ Xn,
j=1
D est une section d’opérateurs autoadjoints, il suit que pour tout w € W, 0 €
op (23 (w)), 1 (w) € ker (23 (w)) On pose

Dy =Dlrio) et D-=Dlre,
ces opérateurs sont autoadjoints et la fonction identiquement nulle est propre pour

T+ et T— car 14 (w) € ker (7\} (w))

Proposition 4. La seconde quantification de D est stable sur les sections de
Fi (&c) et F- (&c)-

Proof. On a

D) (Xé")) — ZXU(I) QK---D (Xa(ofl(j))) Q- Q Xon)

et

B s (<)

D (An (X<">)) - % e (o) D™ (X§”>) - %Za (o) D™ (X("))

|
=
]
S}
2
~—~
s
S
~—
|
=~
]
D)
2
~—~
g
S
~—
Q
I
&
—~
9
2
—
ot
<
N—
N—

On pose
Fi1 (€c) = ©pZoF+ (§c) ® Asp (&)

et
F_1 (&) = p20F+ (§c) ® Azpta (&) s
les sous-fibrés de F (&c) qui donnent la décomposition orthogonale

F (&) = Fy1(éc) © F-1 (&c),

si on note my et m_ les projections orthogonales sur respectivement Fi1 (&c) et
F_1(&c), Popérateur T' de F (&c) est défini par

'=nmny —m_
cet opérateur a pour fonctions propres les fonctions constantes —1 et +1 et vérifie
2 _
I" = 1r)-

Remark 14. L’opérateur nombre sur F_ (&c) est défini par N = iz_, en utilisant
la notation de [2] sur chaque fibre, on peut écrire

N
I=1r0® ()" 17
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Soit I'opérateur
D= ﬁ)+ ® 1]:7(5) @ 1]:+(<) ® DD* _,

c’est une section d’opérateurs de F (£c) qui sont positifs et autoadjoints, la fonction
identiquement nulle sur W est une fonction propre de D car

1=1,®1_ €ker(D).

Theorem 5. L’opérateur 0p est autoadjoint et essentiellement autoadjoint sur
chaque coeur de D. En particulier, 0p est essentiellement autoadjoint sur V3°.
Lopérateur T' laisse invariant dom (9p) et

{F, DD} =Top+0pl = O]:(fc)
sur dom (0p). On a l’égalité entre les opérateurs
Ap=D= aQD.

Proof. 1l suffit de vérifier le résultat sur chaque fibre du fibré F (£¢). Sur les fibres,
on peut consulter [2], [10] et [11]. O

Definition 14. Le quadruplet
{F (&), op,D,T}
est appelé quantification supersymétrique du couple (&c, D).
La nullité de I'observable D est la fonction
nulp (w) = dim (ker D (w)),
si

kerD = ( U ker’D(w),w,W)

wew

sont des sous-fibrés de &c alors nulp est constante de fibre C*» .

Theorem 6. Si ker D est un sous-fibré de &c, alors kerdp et ker D sont des sous-
fibrés de F (&) et

kerdp =kerD = @©;°,_ [Sn (ker D) @ A, (ker D)] .
On a, si
nulp = 0 alors nuldop =0,
et st

nulp # 0 alors nuldp = oo,

Proof. On vérifie que si ker D et ker D* sont des sous-fibrés de {¢ alors kerdp et
ker D sont des sous-fibrés de F ({¢) en remarquant que la propriété

ker 0p (w) = ker D (w) = D p—o [Sn (ker (D (w))) @ A, (ker (D* (w)))] (6.1)

est vraie pour tout w € W. Ensuite, on peut écrire, puisque ker D et ker D* sont
des fibrés

kerdp = ker £ = @;°,_ [Sn (ker D) @ A, (ker D*)].

La relation 6.1 a été démontrée dans [1]. O
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7. MODELIDATION DE L’UNIVERS DES CORDES

L’axiome de finitude donne ’existence d’un nombre fini de cordes en I’événement
w € W. On note {v1,72, - ,¥»} la famille de cordes contenant I’événement w,
{Z1,Z2,-+ ,Zn} et {D1,Da,---, Dy}, respectivement, les champs en corde et les
observables locales associées de type LL. On pose D l'observable locale définie sur

domD =N, domD;, D=DyoDyo---0D,,

dom D; est formé de 'ensemble des événements v € W pour lesquels D; (v) est un
opérateur autoadjoint de E, (§c). L’univers physique des cordes est quantifiable si
il existe une paire (£, D) telle que Z est une section du fibré de Bose-Fermi-Fock
qui vérifie

Z(w) =8 (Z(w) @ Ap (Z (w)),YVwe W (7.1)
avec

Z(w) =21 (0) ® Zz () ® -+ ® Zp, (w)
et d’une observable définie en chaque événement w par
D (w) =D (w). (7.2)

On peut définir les sections de Dirac et Beltrami, notée 0p et Ap, ces sections
opérent sur les sections du fibré de Bose-Fermi-Fock, I’équation de Dirac-Beltrami
est définie par

WpZ=MAZ, (7.3)
ou encore
ApZ = \Z.

Déterminer tous les couples (Z, D) revient, pour une observable D décrit précedemment,

a décrire toutes les fonctions propres A de 'opérateur de Dirac associé a D et de
prendre une section propre Z de dp. On sait, en utilisant une généralisation de
la théorie des opérateurs de Dirac aux fibrés de Bose-Fermi-Fock, décrire les fonc-
tions propres de 0p a partir des fonctions propres de D. Pour une observable D de
P'univers vérifiant 7.2 et une section Z de F ({c) vérifiant 7.1, les seules quantifica-
tions possibles de I'univers des cordes sont données par les couples (Z, D) vérifiant
7.3. La fonction A est la fonction de couplage entre I'observable D et la section Z.
Si A est une fonction de Morse sur W, cette fonction permet de décrire la structure
géométrique de I'univers mathématique WW. L’ensemble des points critiques est dis-
cret, ce sont les événements critiques w pour lesquels la valeur A (w) est singuliere.
Si on note W, le passé de W, et W-, le futur, c’est a dire, W, = A7! (J—o0; o),
le présent W, est le bord du passé, alors on peut reconstruire 'univers a ’aide les
deux théoremes suivants [8] et [9],

Theorem 7. Si[«, 8] ne contient aucun événement critique alors la portion d’univers
A (o, 8]) est difféomorphe a Wy X |, B]. Le passé détermine entiérement le futur.
En particulier, le présent W, est difféomorphe au présent Ws.

Theorem 8. Si w est un événement critique d’indice v, et s’il existe une petite
variation € > 0 pour laquelle

Wer(w)+e > W (w)—e

ne contient que w comme événement critique, alors Wy (wy4e est oblenue par
chirurgie de type (t,n — ) a partir du passé W (w)—e-
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Pour un couplage qui est donné par une fonction de Morse A, on peut définir
une "fleche du temps” qui permet de décrire I'univers mathématique, au temps
non singulier o, comme ’espace de dimension 3 noté W, et de donner 1’évolution
de W, en dehors des valeurs a non singulieres de la fleche du temps. L’existence
de telles fonctions de Morse existent par le théoreme de densité de Milnor pour la
C*-topologie fine de Whitney. On peut, donc toujours, approcher la fonction de
couplage A par une fonction de Morse pour donner une description partielle de W.

8. CONCLUSION

La représentation d’un univers en corde est une approche d’une représentation
de 'univers physique. L’intérét mathématique d’une telle représentation est de
construire a partir des cordes d’une variété VW de dimension 4, I'univers physique
pour lequel chaque corde engendre un champ en corde local du complexifié du
fibré tangent {c. En utilisant I’axiomatique de la physique quantique, on associe &
chaque champ en corde local une observable locale de type LL. Sous ’hypothese
d’un univers physique quantifiable, 'observable de Dirac sur W donne les couples
possibles d’une représentation de notre univers en cordes par la formule 7.3.

Cette représentation n’est qu'une ébauche d’une théorie plus générale qui s’étend
a des fibrés hilbertiens en dimension infinie, de base une variéte connexe, de fibre un
espace de Hilbert séparable. Une premiere ébauche de cette théorie a été développée
dans larticle [5] et sera approfondie dans un article & venir....
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