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1) Quelques modéles conduisant a des équations différentielles ordinaires

* Placement financier

Disposant d'une masse d'argent x, au temps t = {, on la place a la banque a un
taux 1. Ceci signifie que la somme x(t) disponible a l'instant t ultérieur est solution de

I'équation différentielle suivante :

dx (1> 0)
— = 1x >
x(0) = x, (condition initiale).

La solution du modele (1) est bien connue, puisqu'elle fait intervenir la fonction
exponentielle :

(2 x(t) = (exp {1t)) x,

et il n'est aucunement besoin de méthode numérique pour calculer la valeur x(t) donnée a la

relation (2) ; une simple calculette suffit.

Toutefois, le modele exponentiel est fondamental A plusieurs titres :

I'équation (1) est trés simple, est linéaire [ce qui signifie que la fonction x — 1x au second
membre de la premiere équation de (1) est une fonction linéaite de la variable x], et pourr <0
(ce qui constitue un cas purement mathématique de placement financier qu'aucun client d'une

bangue n'accepterait) est un bon modele de systeme convergeant, pour t tendant vers +ee, vers
un point fixe, puisque x(t) tend vers 0 sit — 4oo lorsque 1 < 0.



» Systéme masse-ressort

I1 s'agit d'un modele de
mécanique tout & fait fondamental. Un
ressort de raideur k est d'abord allongé pour k
assurer I'équilibre d'une masse m. A l'instant
initial t = 0, on 1'écarte de sa position
d'équilibre d'une abscisse x, avec une vitesse
nulle (ou initiale 7, en toute généralité). : x (1)

dx
(3 x(0)=x, ;3 5 © =0I[%]

L'évolution en temps écrit que la force de réaction du ressort [—kx] est exactement

2
d
égale au produit de la masse par l'accélération {m —-;—} :
dt
2
dx
(4) m —5+kx =0 (1>0}.
dt

La solution de I'équation différentielic du second ordre (4) est bien connue et est de
forme sinusoidale :

(5) x (t) =Asin (0yt) + Bcos (ayt)
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avec une pulsation ®,, donnée par la relation classique :

(6) Wy =\[g

2
Ax® mEE k= 0

NN

- 1

Cette fois, 1a variable x oscille indéfiniment entre deux valeurs sans s'amoztir. Ce

type de comportement porte le nom de cycle limite.

Si le systéme (3) (4) est présenté plus haut sous la forme d'une équation du second
ordre avec deux conditions initiales, on peut trds facilement se ramener & un systéme
différentiel du premier ordre, mais relatif 4 un vecteur d'inconnues X(t) 4 deux composantes :

0wy
y

dx
avecy = - En dérivant y par 1apport au temps, et en reportant 'expression obtenue 2 1'aide
de la relation (4), on obtient :

0 1 y

>
I

(8) F T B S _k
m m

L'équation (8) d'inconnue le vecteur X est du premier ordie en temps, et la
conditions initiale (3) peut s'écrire facilement sous la forme :

xO
)] X()=X,= ( J

Vo

On note également que la présence de la matrice au second membre de la relation
(8) est caractéristique du caractere linéaire du modele d'évolution.
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s Systéme masse-ressort avec amortissement fluide

. . e
Si on complique un peu le
systéme mécanique en adjoignant une force
. dx .
de frottement fluide —~ C a 4 la force de k C
rappel du ressort, I'équation d'évolution (4)
devient dans ce cas :
2w _ T x(v
(10) m—2+CE+kx =0
dt

C'est encore un modele linéaire, qui s'écrit, grace & la variable X introduite i la
relation (7).
0 1

an =

B[O
>l

ko
m

Si C > 0, ce qui signifie physiquement que 1'on a bien 2 faire 4 un amortisseur (et
non un amplificateur si C < (), alors X (t) tend vers 0 si t tend vers + o et 1'on retrouve

encore dans ce cas un comportement de type point fixe [ie X(t) tend vers un état constant
pour t —» + oo},

¢ Circuit électrique RLC

i 1 WW_} cl_

0 u® 0

Ce modele électrique fondamental s'obtient en écrivant que la différence de
potentiel uy aux bomes de la résistance R vérifie la loi d'Ohm.

(12) u; =Ri,
la différence de potenticl u; aux bornes de la self L dérive du courant i.

di
(13) UQEL a )

12




la différence de potentiel ny aux bornes du condensateur C induit une charge g selon la
relation :

(14) q=Cuy

et la dérivée en temps de la charge électrique q est exactement égale au couranti :

._dgq
(15) =

De plus, la différence de potentiel u (t) est la source des trois ddp précédentes :
(16) u; +up+uz=u(t).

on dérive par rapport au temps les relations (12), (13), (14) en injectant les valeurs obtenues
dans la relation issue de (16) par dérivation, en tenant compte de la relation (15). Il vient :
di 1. du

2,
di
(17 LEZ—-}-RE-F_CI_E

Le modgle obtenu est mathématiquement analogue an modele (10) décrit au point
précédent. On peut I'écrire matriciellement :

X 0 1 0
(18) E: 1 R X + du
“LC L dr

ce qui prend le nom de modgle affine ou "linéaire avec second membre".

¢  Mouvement d'un satellite

=]

La masse m placée en T est soumise 2 la force f d'attraction de la terre de masse
M placée en 0, donnée par la loi de P'attraction universelle de Newton :
kMm T

(19) f= - — =
L
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qui équilibre le produit de la masse par 'accélération (loi = my, due au méme Newton)
4%

di?

(20) f=m

Le rapprochement de (19) et (20) permet d'écrire 1'équation d'évolution du vecteur
(A trois composantes) T(t).

a2 kM .

(1) —t — T =0
e [P

On notera qu'historiquement, Newton a également dfl inventer la notion de dérivée
(1. On peut ici faire deux remarques sur ce modele :

* Le vecteur ¥ est soumis A une équation différentielle non linéaire puisque le facteur _'_|3
T

devant le terme en T dans la relation (21) n'est pas une constante, mais dépend
explicitement de T (par l'invetse du cube de son module).

*  §i la condifion initiale :
22) () =1, — (=7,

fait apparaitre une vitesse v, de module assez petit, le mouvement est elliptique (lois de

Kepler) et est, comme pour le ressort, un comportement de cycle limite : r () suit
indéfiniment une trajectoire fermée de période T

¢ Cinétique chimique

La réaction chimique de réactants A, B et de produits C, D est paramétrée par les
coefficients stoechiométriques v, Vg, Vo, Vp qui sont des nombres entiers, et les constantes

de réaction directe k et rétrograde k' :
kf

(23) vaA +vgB & veC+ vpD.
k

Etant donné des concentrations molaires initiales [Al,, [Bl,, [C], et [DP],, quelles
sont les concentrations molaires 4 un instant ultérieur t 7 Le vecteur des inconnues i cette fois
quatre composantes :
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24  X= (Al B, [C], D)

[ ( )I signifie qu'on transpose la ligne () ; X est donc un vecteur colonne] et la réaction (23)
entraine que les quatre concentrations constituant X sont liées par les trois relations
suivantes :

1 dA] _ 1 dB]_ 1 dCl_ 1 dD] _,
vy dt T vg dt T ove dt T ovp dt =4

(25)

qui définissent le taux d'avancement q de la 1€action, lequel est donné par la relation :
(26)  q=k[A]"A [B]B - K'[C]'C[D]'D.
Cette fonction g est clairement une fonction non linéaire du vecteur X introduit en

(24) et I'équation d'évolution de X issue des relations (25) et (26) est donnée par 1'équation
différentielle ordinaire :

dX - VB
(27) a = q(X)
Ve
VD

L'évolution décrite par la relation (27) peut modéliser des explosions (%—}f de

module trés grand devant une grandeur de référence) ou des réactions équilibrées.

e Meétéorologie : attracteur de Lorenz

Dans les années 1960, Lorenz a proposé le modéle non linéaire suivant :

r

dx

’ =—Px+Py
@ T = yrx-x

\%Z =—bz+xy

qui décrit 1'évolution du vecteur X = (x, y, z)~ 4 trois dimensions. Pour des valeurs bien

choisies des parametres P, 1, b, I'évolution de X(1), qui reste borné dans une région de l'espace,
ne tend pas vers un point fixe ni ne se rapproche d'un cycle limite, mais suit une trajectoire
complexe, difficilement prédictible (X(t) est délicat A estimer numériquement si on se donne

15



une condition initiale X(0) et un temps t relativement grand), qui se rapproche de plus en plus
d'un objet "proche" dune surface, et qui est appelée pour toules ces raisons attracteur
étrange. La simplicité des équations (28) et les mathématiques vivantes (ie objet de
recherches scientifiques en cours actuellement) qu'elles suscitent, montrent que les équations
différentielles ordinaires peuvent également constituer un modele qualitatif pour le
comportement de l'atmosphére, difficilement prédictible & long terme malgré la nature
déterministe des équations qui le régissent.

» Définition
Une équation différentielle ordinaire est une équation d'évolution du type :

@ =

ou l'inconnue X est caractéristique d'un modele discret, c'est-a-dire contient un nombre fini de
composantes :

(30) X(t) e R", nentier,
la fonction f est une fonction (assez régulitre) de la variable X, & valeurs dans R":
(31) R"'>3X —» t(X)eR".

L'équation différentielle ordinaire (29) est associée & une condition initiale :
(2 X=X,

qui est indispensable pour fermer mathématiquement le probléme, c'est-a-dire assurer qu'en
général le probleéme (29) (32) admet une solution unique X(t), définie sur un intervalle [O,T[
(T = == gst le cas le plus courant), et qui vérifie :

@) & X0 =X 0<t<T.

Lorsque la fonction { peut se mettre sous la forme :

(34) (X)) =AX

oll A est une matrice fixée nxn, on dit que I'équation différentielle ordinaire (29) (34) est
linéaire.

16



2) Quelques modales conduisant a des équations auXx dérivées partielles.

+ Préambule

Si une équation différenticlie ordinaire se caractérise par une inconnue vivant dans
un espace de dimension finie, une équation aux dérivées partielles est caractéristique d'un
milieu continu, c'est-3-dire un modgle comportant un nombre infini de degrés de liberté.

e Diffusion de la chaleur a une dimension d'espace
q(x) qlac+Ax)

- \ | g

O r I - l L
Ax T(x)

Un barreau de longueur L est chauffé par une source I et est maintenu a ses
extrémités A une température Tg (enx=0)et Ty (enx= L). On cherche & calculer le champ

de température T(x), c'est-2-dire la fonction :

(35 T : [OL] 3x — Tk e R.

L'inconnue est formée maintenant de I'ensemble de toutes les valeurs T(x} pour x

parcourant l'intervaile [O.L]. On se donne d'abord les conditions aux limites.

(363 To)=T, TL)=Ty

et on indique dans ce qui suit 1'équation vérifice pat la température dans l'intervalle }O,L{. On
effectue d'abord un bilan d'énergie qui indique que le flux de chaleur g enite les abscisses x et
% + Ax est exactement compensé par les sources I Ax

37 q(x+Ax)—q(x)+rAx=0
on divise par Ax, que 'on fait ensuite tendre vers 0 Il vient simplement :

(38) %x‘l () =0.

Le flux de chaleur est reli€ au champ de températue a l'aide de 1a loi de Fourier
qui est une loi phénoménologique caractéristique du matériau et peut ne pas gtre vérifiée pour
certains matériaux, ce qui n'est pas le cas pour la loi du bilan d'énergie :

17



T

39
(39) q dx

paramétrée par le coefficient de conduction thermique k

Si on injecte la représentation (39) dans le bilan (38), il vient facilement :

(40) 4 a9 0, 0<x <L
dx dx

Le systtme (36) (40) est caractéristique d'un probleme de diffusion de la chalewr
avec température imposée aux deux bouts (on patle alors de condition limite de Dirichlet). On
peut remplacer 'une des conditions (36) par une condition sur le flux de chaleur en A :

an -k g—T(A) -qs A=0ouL
X

qui devient une nouvelle condition limite, dite de Neumann. On remarque que le probleme
(40) est du second ordre (il fait intervenir des dérivées partielles d'ordre ou plus égal & deux)
et & chaque extrémité, on dispose d'une condition limite.

s Résistance des matériaux : élasticité tridimensionnelle

Sous l'action des forces volumiques { et de forces de surfaces g, un solide élastique
QEQ c R’ pour signifier que 1'on s'intéresse a un modele tridimensionnel) se déforme. On
s'intéresse au déplacement u(x) du point x appartenant 4 Q (x devient x + u(x) sous l'action

des forces f et g), qui est le champ de vecteur des inconnues :

(42) R S5Qsx — ux) e R,

L'écriture des éguations de 1'équilibre mécanique dans le domaine £2 demande

d'introduize le tenseur des déformations & et le tenseur des contraintes Gij (t—:ij et Gij sont des

18




matrices 3x3 qui dépendent bien entendu du point x ; 1 £ i, j £ 3). Pour le tenseur des

déformations (linéarisées), on pose :

@ e @=1[2+W) x e q.
Yy Bx] E)xi

Le tenseur des contraintes Sj; lui est relié par 1a loi de comportement de Hooke,
qui spécifiec que le solide est élastique isofrope (un métal par exemple, tant que les
déformations ne sont pas trop importantes) :

3
(44) o, = A g €t aij +2u €

Dans 1'expression (44), Sij est le symbole de Kroncker, qui vaut 1 sii=jet0si

i#jet (A, 1) forme le couple des coefficients de Lamé.

On remarque que la loi de Hooke est une relation linéaire liant € et ¢ (la fonction
{ekl} — O'ij est linéaire) qui n'introduit pas de dérivation en espace (la loi de Hooke est
locale). Comme Eij’ compte tenu de la relation (43), dépend des dérivées premigres du champ
inconnu u, il en est de méme des contraintes : le tenseur des contraintes Sy dépend
linéairement (et symétriquement) du gradient d v; = oy du champ de déplacement.
Xk
L'écriture de 1'équilibre des efforts au point x (courant) de {2 prend la forme classique

(45) dive+ =0 dans Q

soit sous forme développée :

(46) 2 9 ) +h) =0, xeQ i=1,23

11 s'agit clairement [exercice] d'une équation du second ordre, c'est-a-dire faisant
intervenir les dérivées secondes dy dj uy, du champ de vecteur u.

A l'équation (45), il convient d’ajouter les conditions aux limites qui sont pour cet
exemple de deux types déplacement imposé (nul par exemple) sur I';, et force de surface
donnée (égale A g) sur la partie complémentaire I'7 (sur le bord 92 du domaine Q).

47 u=1u, (x) x e I,

19




(48) (2 5 nj] &) =g xely, i=1,2,3.
= %"

Dans la relation (48), n; estla je composante de la normale unitaire extérieure au
bord I'7 .

Ce modele de matériau élastique est un modéle cher puisque les inconnues u (x)
sont vectorielles (u (x) est un vecteur i trois composantes) et le domaine £ tridimensionnel
(x décrit un domaine 2 trois dimensions). Aussi lui préfere-t-on lorsque la géométrie n'est pas

réellement tridimensionnelle (poutres, plaques, coques, etc...), des modeéles plus simples.
Nous en décrivons deux dans la suite.

e Résistance des matériaux : flexion des poutres

T(x) effort tranchant

L

x =0 : encastrement u(x)
x =L : appui simple

Le matériau n'est considéré dans ce modele que sous un aspect
monodimensionnel : le détail d'une section x = cste n'est pas modélisé. L'inconnue u(x), qui

s'appelle maintenant la fleche, est un scalaire qui ne dépend plus que du point x (0 < x <L).

Pour établir les équations régissant I'équilibre de la poutre, il faut introduire l'effort
tranchant T(x) et le moment fléchissant M{x) qui sont respectivement la moyenne des
contraintes verticales dans la section de poutre x = 0 et le moment moyen de cette contrainte
verticale. L'équation monodimensionnel donnant 1'équilibre mécanique est t1és analogue 2 la
relation (45) :

(49) g—T+f(x)zO 0<x<L

X

et il faut adjoindre une identité de nature géométrique liant l'efiort tranchant et le moment
fléchissant :

(50) %+T(x)20 0<x<L.

20




Par ailleurs, la loi de comportement de solide élastique s'écrit pour le moment
fléchissant sous la forme :

2
5 M@ = B Y 0<xs<L
dx

oll E est le module d'Young du matériau, I{(x) l'inertie de la section x = cste de la poutre et
2

d_g la courbure linéarisée de la déformée. En introduisant (50) et (51) dans la loi d'équilibre
dx

(49), on trouve I'équation vérifiée par la fleche u(x) :

d ¢
52 (El(x) ‘;J = fx), 0<x<L.
dx dx

Pour cette équation du quatriéme ordre, deux conditions aux limites sont

naturellement A prendre en compte & chaque extrémité. Pour I'exemple décrit sur la figure,
nous avons choisi un encastrement en x = 0 et un appui simple en x = L. L'encastrement

exprime que le déplacement est nul en ce point et que la tangente & la déformée est
horizontale, c'est-a-dire :

(53) u(0)=0 ; g_u (0) =0, encasttementenx =0
X

Pour 1'appui simple, le déplacement reste nul en x = L, mais c'est le moment

fléchissant qui est également nul. Compte tenu de la relation (51), on peut écrite :

2
(54) uL)=0 ; d—g (L)=0, appuisimpleenx =L.
dx

L'ensemble (52) (53) (54) constitué de I'équation aux dérivées partielles et des
conditions aux limites est facile 2 résoudre si l'inertie T (x) et les forces f (x) sont constantes
ou font I'objet de variations polynomiales. Dans ce cas, la résolution "analytique” de ce
modele est A conseiller, 'emploi d'une méthode d'approximation aux différences finies ne
pouvant au mieux fournir quiune solution approchée, ce qui est inadapté si on connait une
solution exacte. On notera que du point de vue géométrique, le modele des poutres est t1es
simple et c'est ce qui permet une éventuelle résolution explicite.
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* Membrane vibrante {tambour)

¢

p : tension du tambour

u = fléche

Une membrane vibrante est modélisée par le déplacement u(x) longitudinal du
point x décrivant le domaine bidimensionnel € :

(55) R°5Q3x — u eR

L'équation donnant I'évolution en temps de la fléche u est paramétrée par la densité
p de la membrane, I'mertie 1, le module d'Young E, le coefficient de poisson v, 1'épaisseur € et

la tension p. Nous ne donnons pas de détail ici sur son obtention ; elle s'écrit

8211 2 Ee3 2
(56) pI—2+§—2Au—pAu=f dans
ot ~ 1=y
ou:
2 2
(57) Au = a—‘; + a—‘;
axl E)x2

est le laplacien et A2u = A (Au) le bilaplacien.

Les conditions aux limites sur le bord dQ expriment la nullité du déplacement u et

. , 0
I'encastrement par la nullité de la dérivée normale é_‘} .
n

2
du du
58 —
8 Bn 2{ ox; K
pour un mauvais tambout, c'est-a-dire :

(59) u(x) =0, a—u(;x:) =0, x €9dQ
on

ou bien la nullité du déplacement et de son laplacien sur le bord, pour un bon tambour :
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(60) u(x) =0, Au(x)=0, xedQ.

2

+ Nous pouvons rapidement, pour le cas de la statique ( —» devient 0 dans
ot

'équation (56)) considérer les deux cas limites ol € est tr&s petit d'une part, ¢t oli 1a tension p
est nulle d'autre part. Dans le cas oll € est tr&s petit, on néglige le terme en bilaplacien devant

le terme en laplacien, et on obtient I'équation des membranes prétendues

-pAu=f Q
(61)
u=90 Q)

qui constitue le probl2me de Dirichlet pour 1'équation de Poisson. On remarque que la
condition limite du probléme (61) exprime simplement la nullité du déplacement sur le bord,
alors qu'on devait prendre deux conditions limites (par exemple (60)) pour le probléme initial
qui comportait un opérateur du quatriéme ordre.

Dans le cas ol il n'y a pas de prétension de la membrane, on obtient I'équation des

plaques :
. 3
2B M=t @
T l-v
(62)
du
u=0¢ct —=0 0Q
on

qui est l'analogue & dimensions d'espaces de la flexion des poutres 4 une dimension d'espace.

» Mécanique des fluides : équations de Navier-Stokes des fluides incompressibles

u=0

Nous abordons maintenant une équation aux dérivées partielles non linéaire issue
du modele classique de I'hydrodynamique : les équations de Navier-Stokes d'un fluide
incompressible. Le domaine d'étude €2 appartenant & Qz ou [R3, on cherche un champ de
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vitesse u(x) (vectoriel) et un champ de pression p(x) (scalaire) de fagon & garantir 'équilibre

du bilan d'impulsion et I'incompressibilité :

(63) %% +u.Vu—-vAu + Vp=i Q
(64) diva=0 Q.

Dans la relation (63), u . Vu est un vecteur dont la i®me composante est donnée par

la telation :

(65) (u.vu) =2y (i} ui] ‘

i ox;

A cette équation, il convient de se donner une condition a la limite et le choix le
plus classique consiste & annuler la vitesse au bord :

(66) ux,t)=0 xedQ,t>0.

De plus, une condition initiale est indispensable, puisque I'équation (63) indique
que les champs dépendent du temps :

67 u (x, 0) = u, x) xe ).

On remarque qu'aucune condition initiale n'est demandée sur la pression, qui,
compte tenu de la condition limite (66), n'est définie qu'a une constante additive prés puisque
l'ajout d'une constante 4 p ne change pas le terme Vp dans 1'équation (63).

Si on néglige le terme non linéaire u . Vu, ce qui est légitime pour une toute petite
vitesse qui évolue doucement en espace, et qu'on suppose le champ de vilesse stationnaire, on
obtient le probléme de Stokes des fluides incompressibles :

—-vAu+ Vp=f Q
(68)
divu=0 Q.

La condition limite (66) est inchangée. On remarque qu'il n'y a pas explicitement
d'équation pour la pression, ce qui constitue la difficulté mathématique essentielle dans I'éinde
de ce probléme.
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¢ Meécanique des fluides : équations d'Euler de la dynamique des gaz

Pour un gaz de densité p, d'énergie inteine e, la pression p est donnée par la loi

d'état thermodynamique. Si le gaz est de chaleurs spécifiques constantes (de rappoit
¥ =Cp/Cv, v= 1,4 pour l'air), le gaz est parfaitetl'on a :

(69) p={(y—1) pe gaz parfait polytropique,

ce qui constitue une différence essentielle par rapport au modele précédent du fluide

incompressible. Les équations d'Euler consistent simplement & écrire la conservation de Ia
masse, de I'impulsion pu (u(x) est la vitesse du fluide} et de I'énergie totale pE, avec E qui

représente 1'énergie totale par unité de masse :

(70) E=e + —% [u|2 énergie totale.

Ce sont des équations non linéaires ; nous les écrivons dans le cas de deux
dimensions d'espace :

(71) %—Ft’ + % (pu} + :—Y (pvy=0 masse

(72) 9 (pu) + 9 (pu2 +p) + i {(puv) =0 impulsion en x
ot 0x ay

73) 9 (o) + 2 (puv) + 2 (pvE+ p) =0 impulsion en y
ot ox ay

(74) 2 (PE) + 9. (puE + pu) + 9 (pvE+pv)=0 énergie
ot d9x ay
ol la vitesse est maintenant notée (u, v).

Les conditions limites sur une paroi solide s'écrivent simplement en imposant la
non-pénétration du fluide dans la paroi :

(75 u.n=0 paroi solide

alors que la condition (66) imposait que toutes les composantes de la vitesse soient nulles au
bord. Cette différence est due au fait que la modele d'Euler néglige le flux de chaleur et la
diffusion visqueuse, présentes pour les équations de Navier-Stokes.

Il faut aussi imposer des conditions initiales pour prendre en compte 1'aspect
instationnaire des équations (71) - (74). Notons que ces équations d'Euler sont fortement non
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linéaires, n'ont de sens physique sous cette forme que pendant un temps limité méme si la
donnée initiale est tr2s réguliere puisqu'en général des discontinuités (ondes de choc, surfaces
de glissement) peuvent apparaitie dans 1'écoulement. Toutefois, tant que I'on manipule une
solution régulidre du modegle, on peut, au terme d'un calcul classique, écrire la forme
non-conservative des équations (71)-(74) :

-~

%‘% + div (pu) =0

a9 <48 iu.ve+lvp =0
ot p

§+u..Vu

\dt

1l
[}

ol s représente I'entropie par unité de masse, qui pour le gaz polytropique d'équation d'état
(69), est calculée grice  la relation :

(77) s =C, log [%} entropie spécifique

p

en fonction de la chaleur spécifique & volume constant C,, et des variables déja introduites.

. Equation des ondes acoustiques

Un état constant est toujours solution des équations (76) de la dynamique des gaz.
On peut donc étudier 1'évolution d'une petite perturbation autour de cet état constant, la
perturbation étant si petite qu'il est alors raisonnable de négliger les termes non-linéaires. On
introduit donc un champ perturbant (avec des primes) un état constant de vitesse nulle (avec
l'indice zéro) :

(78) p=po+ P, u=0+u, p=p,+p', 8=8,+8

dans les équations (76). On développe au premier ordre par rapport & la pettutbation et on
obtient ainsi les équations fondamentales de 'acoustique :

(79) 8_p + po divu' =0

ot
Ju'
80 — + V' =0
(80 Po o P
gs'
81 — ={.
(81) 0
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La relation (81) entraine 1isentropie de la perturbation, donc compte tenu de la
relation (77), on obtient :

@ L4
Po Po

qui permet de définir une célérité ¢, par la relation :

(83) o= A\ | B
Po

En prenant la dérivée en temps de la premiére équation (79) et la divergence de la
seconde (80), on obtient par différence, compte tenu de (82) et (83), la relation suivante :

(84) 90 _ap=0  QXIOT

1
Co2
qui est I'équation des ondes sonores. On doit lui adjoindre des conditions aux limites sur le
bord du domaine d'étude €2, par exemple :

op'
0

(85) p'=p, surly, =g surly
n

ainsi que des conditions initiales :

apl

(86) p'(0.X)=q v 0X) =g, dans Q

pour assurer que le probléme (84) (85) (86) admet une unique solution Dans le cas ou les
conditions aux limites sont rejetées 2 l'infini, on sait depuis d'Alembert que toute combinaison
du type :

(87) p'xt =eMm.x —c,0 +yn.x +¢,t)

Ou T est un vecteur unitaire donné, est solution de 1'équation (84). Le terme en ¢ est relatif a
un profil qui, lorsque le temps croit, se déplace dans la direction 1, alors que le terme en y se
déplace dans la direction opposée au vecteur i, Ici encore, le fait de disposer de solutions de
I'équation (87) permet de résoudre de nombreux problemes pour les ondes sans avoir recouts
4 une méthode numérique de différences finies. Mais lorsque le domaine Q est de géométrie
quelconque, une méthode numérique s'impose (il faut prendre une combinaison infinie de
solutions de type (87)) et les ¢éléments finis, aptes a prendre en compte les détails
géométriques, constituent un choix possible.
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Notons qu'a partir de l'équation (56), en négligeant le terme en £ et en se
restreignant par exemple i une dimension d'espace, la perturbation u d'une corde vibrante
obéit 3 une équation identique & (84) :

2 2

1 du Jdu
8 ——-—=0 0<£x=<L, t>0
(88) 002 2 X >

ot o
mais la célérité des ondes est alors donnée par la relation :

8) ol = Al

PL

oll pr est la densité linéique de la corde tendue.

. Electromagnétisme : équations de Maxwell

Les équations de Maxwell du champ électromagnétique sont les équations locales
qui unifient 1'électricité, l'optique et le magnétisme. L'inconnue est le couple (E, B) formé du

champ électrique E et du champ magnétique B qui sont tous deux fonctions du temps et de
I'espace x (x dans un domaine tridimensionnel £ pour fixer les idées) :

R x 10,40 3(x.0) = E(x,1) € R
(90)

R x 104e[ 306, 0) > B, 1) € R

on s'attend donc, comme 1l'inconnue (E, B) a six composantes, A six équations a résoudre. Les
deux équations d'évolution en temps, de Maxwell Ampere pour le champ électrique et de
Maxwell Faraday pour le champ magnétique.

Maxwell Ampére

I

9n - ~a—§ + 10t B
ot

It
=]

oB
92) E + 1otE Maxwell Faraday

donnent 1'évolution du champ (E, B) si on se donne la source j du champ, c'est-a-dire la
densité du courant électrique, qui est elle-méme un champ de vecteurs supposé connu :
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(93) R x 70,400[ D Q x 10,400[ 3 (x, 1) = j (. 0) € R .

Mais en pratique, on introduit également la densité de charge p, qui est un champ
scalaire :
94) R % 10,400[ D Q x 10,400[ 3 (x,©) = p (5, 1) € R

qui vérifie la relation locale dite de conservation de la charge :

(95) P iy j=0.
ot

Le champ électrique et le champ magnétique vérifient alors deux équations de
contraintes de Gauss :

(96) divE = p (x, t)
(97) divB =0.

Si les relations (96) (97) sont satisfaites & l'instant initial ¢t = 0, on voit facilement
[en prenant la divergence de la relation (91), en dérivant (96) par rapport au temps et en tenant
compte de la relation (95) pour le champ électrique ; en prenant la divergence de (92) et en
dérivant (97) par rappoit au temps pout le champ magnétique] qu'il en est de méme a tout

instant. Les équations de Gauss (96) et (97) sont donc A considérer comme des contraintes 2
assurer pour la condition initiale :

(98) E@x®M=E,(x); Bx,0) = B,&x), x € &
Par ailleurs, au bord du domaine €2, on peut se donner une condition limite de
conducteur parfait :

(99) EXn =0 sur 9, t>0.

Signalons que nous avons adopté un systéme dunité o la vitesse de la lumidre est
¢gale A 1, ainsi que la constante |, de perméabilité du vide Dans une région de l'espace vide
de charge (p =0, j = 0), on peut dériver (91) par rapport au temps, prendre le rotationnel de
(92), tenir compte de l'identité

(100) ot (ot ) =V (divy) — Ay

v (x, t) champ de vecteurs arbitraire
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puis de la relation (96) pour conclure que le champ électrique E satisfait & I'équation des

ondes.
2
E
(101) 8—2 - AE = 0.
ot
11 en est de méme pour le champ magnétique :
2
B
(102) Q—iw - AB =0
at

On retrouve la m&me équation que pour l'acoustique ou les cordes vibrantes, mais
dans un modele physique tout & fait différent. Toute méthode directe ou approchée de
résolution de 1'équation des ondes pourra s'appliquer indifféremment en électromagnétisme,
en acoustique ou en ¢lastodynamique.

« Equation d'advection : diffusion 3 une dimension d'espace

La 1ésolution approchée des modeles fluides réalistes (équations de Navier-Stokes
ou d'Euler) ou des équations de Maxwell demandent d'utiliser des logiciels trés performants
qui demandent d'employer des calculateurs tr8s puissants (vectoriels, parallzles). Dans la suite
de ce cours, un modgle trés simple mais 4 la physique réaliste servira de suppott & l'analyse de
plusieurs méthodes numériques : il s'agit de I'advection-diffusion d'un scalaire u dans le cas
d'une dimension d'espace.

On se donne un intervalle d'étude JO,L[ et on cherche une fonction inconnue
u (x,t) qui est scalaire. On se donne également une vitesse d'advection a > 0 (éventuellement

fonction de x) et une viscosité v > 0 (également fonction de x si nécessaire). L'équation

d'advection-diffusion décrit I'évolution en temps du champ u :

2
amy %y aa—“~v-a—‘;=o, 0<x<L, t>0
ot 0x ox

Clest un modele linéaire déja riche : si v =0, on a une simple advection et si u, (x)
est la donnée initiale :

(104) u(x,0) =u, x) O0<x<L
il est facile de voir que la solution u de (103) [avec v = 0] est fournie par la relation :

(105) u(x,t) =ug (x — at)
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si la vitesse d'advection a est constante. Si réciproquement on suppose a = o mais v # 0, alors
(103) est une équation de diffusion (évolution en temps de la chaleur). Lorsque v # 0, les
conditions aux limites peuvent tre de type Dirichlet ou Neumann :

(106) Dirichlet : u(x,t) = v,(t) x=0oux=L
du
(107) Neumann : B_X (x)=wy(t) x=0ou x=L

alors que pour v = 0, on peut se donner une condition de Dirichlet (106) en x = 0, mais
aucune condition limite n'est nécessaireen x =L !

Notons gue le calcul du prix d'une option en mathématiques financidres peut &tre
décrit par le modgle dit de Black-Scholes, qui est de type advection-diffusion :

ou ou 1 2 282u
——+Ix—+§(7x )
d ox

-mu=0 t>0, x>0

(108) <
wWTx) = (x—K) + [Ex—K si x=2 K, Osinon] :

“u(t,0) = @ (1)

¢ Physique moléculaire : équation de Schridinger

Nous terminons ce panorama de quelques exemples d'équations aux dérivées
partielles (qui n'a pas la prétention d'étre complet mais cause de nombreux problémes modles

pour l'ingénieur) par 'équation de schitdinger. Pour x appartenant 3 R" (n=1, 2 ou 3 selon

les applications), on cherche une fonction inconnue Wy & valcurs complexes :
(109)  R" x 10400 3 (x,t) Sy (x,i) e ©

qui s'interpréte comme l'amplitude de probabilité relative 3 une particule quantique (un
€lectron par exemple) : la probabilité de trouver, I'instant t, la particule dans la région Q de

R" est donnée par l'intégrale suivante :
(110) JQ |\|f(x,t)|2 dx =rprobabilité de présence dans

et par suite, on cherche y de carré intégrable

(111) J.Rn oot dx < oo
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Si on suppose la particule de masse m soumise au potentiel V(x), I'équation

d'évolution due & Schridinger s'écrit :

. d 1
112) i a—‘t" = —3— Ay + V) V.

répulsion coulombienne en 1/]x|
rayon d'équilibre de la molécule
! x|
0 r,
oscillateur force de Van Der Waals
. B m— 6
harmonique en 1/ x|

Potentiel moléculaire typique

Il faut bien entendu se donner une condition initiale, la relation (111) permettant de
fixer le comportement A l'infini en espace.

Bien que décrivant une réalité physique microscopique, 1'équation (112) ressemble
a I'équation de la chaleur [le coefficient i devant le tetme%—w étant la seule différence,
T

mathématiquement essentielle, si on suppose V(x) =] et utilise un opérateur de dérivation en

espace parmi les plus courants : le laplacien.
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1) Schémas aux différences : premiére approche

. On s'intéresse & un modele différentiel trés général, qui peut toujours s'éctire sous
la forme :
du .
() @ =W
(2) u(o) =u,

ot u{s) est une fonction inconnue qui piend ses valeurs dans R™ (m allant de 1 & plusieurs

millions en pratique) et f une fonction donnée, en général non linéaire de u :
(3) R™5u — fw)e R"

assez régulidre pour que les conditions (1) (2) garantissent existence et unicité d'une solution
u(s) pour t appartenant & un intervalle [O,T[, avec T égal a +oo dans de nombreux cas

pratiques.

On suppose qu'on ne dispose pas de solution "analytique” du modgle (1) (2) etla
méthode des différences finies propose une approche pour évaluer en piatique des valewrs
voisines des valeurs exactes, représentant une réalité mathématique hors d'atteinte du calcul
numérique.

. On se donne un pas de temps At > 0 et la méthode des différences finies consiste a
rechercher une solution approchée de u(s} aux seuls instants t, = nAt :

(4) tm—th =At nz0;At>0
on introduit 1a notation classique :

(5) o = u (nAD).

. . . - . n
Le probléme qui se pose est le suivant : connaissant une approximation u  de

. . . n+l
u (t,), comment calculer une nouvelle approximation au pas de temps suivant, pouru = 7
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u((n+1)At)

u (t) un+1 -9
| T
tn At I.Tl-i-l
el -
. L'idée la plus simple consiste a écrire la formule de Taylor autour de u(t,) pour

développer u(t,,1) autour du point précédent :

©) U(igy) = ulty) + AL () + 0 (A0,

Compte tenu de ['équation différentielle (1), la formule de Taylor peut encore
s'écrire :

%) U(tyyq) = ulty) + At £u(ty)) + 0 (A).

Le schéma d'Euler explicite (forward Euler en anglais) consiste & remplacer la
relation (7), exacte pout la solution du probléme différentiel (1) (2), par la relation obtenue en
tronquant le développement (7) au premier ordre en temps. On pose :

(8) ™oy +AtfW™  Euler explicite.

Nous disons (et justifierons plus loin cette expression) que le schéma numérique

est du premier ordre en temps. Par ailleurs, il est explicite, ce qui signifie que si u" est connu
. - s . - 1

(ce qui est le cas & l'instant initial n = 0 ; il suffit de prendre 0’ = u,), alors 0" est calculé

treés simplement 2 partir de celui-ci et de la fonction f.

On peut aussi éctire la formule de Taylor "a l'envers" (backward), ¢'est-a-dire

essayer de retrouver la valeur (supposée connue) ua pattir de la valeur (supposée inconnue)
n+l
u o
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©) U(ty) = Ul 1) — ALF(U(tye1)) + 0 (ALY

Si on tronque ce développement, on définit un nouveau schéma aux différences
1 .
pour calculer o partir de la valeur u:

ao oo™ =o" Eulet implicite.

Ce schéma, encore du premier ordre de précision, est un schéma dit implicite ; en
effet, il ne fournit qu'une équation (qu'il faut ensuite résoudre numériquement a l'aide de
techniques classiques comme l'algorithme de Newton par exemple) relative a l'inconnue un+1,
et non une "formule" comme 2 la relation (8). Nous verrons que ce défaut pratique est en fait
compensé par d'autres propriétés (stabilité).

. Si on essaie de construire un schéma numérique plus précis, 1'idée naturelle est de
pousser plus loin les développements de Taylor (7) et (9) :

2
D ultgyp) = ulty) + AL + 3 AL % () + 0 (AT)

2
(1) Uy = g — ALEU(t) + 5 AL ET;‘ (tge1) + 0 (AD)

On remarque alors que pour la dérivée seconde, on a le développement trds
simple :

& du
(13) — (tpy1) = 5 (ty) +0(AD)
dt dt

qu'on repotte dans la relation (12) pour obtenir :

1 2 d&

(14 o) =u(t) ~ AL (1) + 7 AT 5 W)+ 0 (A

on retranche alors la relation (14) de la relation (12), ce qui nous donne, au troisieme ordre
prés :

(15) 2 [ultyer) — utty] = At [t + fult, ]

Si on décide de tronquer ce développement de Taylor, on obtient un schéma
numérique, dit de Crank-Nicolson, précis a Pordre deux.
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o+l 1

(16) o2 Aus™h) =u” %« Atfw™  Crank-Nicolson.

: . . 1 :
La relation (16) est une équation d'inconnue u" qui, comme pour le schéma
d'Euler implicite, ne fournit pas une formule directement calculable pour la valeur approchée
a l'instant intérieur. Le schéma de Crank-Nicolson est implicite.

U Une autre facon, plus directe, pour trouver facilement la relation (16), consiste 2
érire la différence finie u (ty41) — u (tp) sous forme intégrale, compte tenu de la relation (1)

1 biel i
A7) ultper) =u(ty) + At [E ft f(u (8)) de}

n

et de calculer l'intégrale au second [SURCED);
membre de (17) par la formule du £ (u (L)
4t

trapéze (on remplace f (u (0)) par son
interpolé affine entre t, et ty, 1) : \
~.

tn tm-l

Los
(18) iftn " fu(8)) 48 = %[f’(u(tn))+ f(u(ty, )] + 0 (A)

Le schéma de Crank-Nicolson consiste alors simplement & tronquer la relation (18)
et A injecter la formule approchée du trapeze au second membre de la relation (17). On
retrouve alors la relation (16) qui définit le schéma numérique.

2) Test des schémas d'Euler explicite, Euler implicite et Crank-Nicolson pour
le modéle %Lt_l +Au=0(A>0)

Comme toujours devant une nouvelle approche, il est bon de critiquer les résultats
obtenus sur une base de connaissances bien assises sur 'expérience. On considére donc le
modele différentiel trés simple (mais fondamental !).

a9  Rim=0  @>0

dont la solution au temps (n+1) At est bien connue en fonction de la solution a l'instant nAt :

@0l =uye
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En remplagant f(u) par sa valeur — Au dans les relations (8), (10) et (16), on calcule
les approximations fournies par les trois schémas introduits jusqu'ici :

1) o (-2 AY Euler explicite

1l n 1 .
(22) u  =u Euler implicite

1+ AAt
1 — AL
(23) un+1 =" fA Crank-Nicolson
1+ 23
2
u11+1
Il est intéressant de représenter sut une méme graphe le rapport —— en fonction
u
de la variable x = AAt.
‘ uﬂ+1
un
1
Euler implicite
£ exact
- AAL
0 1 3
Euler Crank-Nicolson
implicite
un+1
. Il saute aux yeux que le quotient—— reste peositif pour la solution exacte (20),
u

quelle que soit la valewr de AAt, ce qui n'est pas le cas pour le schéma d'Euler explicite si
AAt>1 ou le schéma de Crank-Nicolson pour AAt > 2 ; nous voyons un champ u(t)

"physiquement” toujours positif qui devient négatif, ce qui n'est pas admissible ! Nous devons
donc imposer une condition de stabilité sur le pas de temps, pour garantir cette cohérence :

37




(24) Euler explicite A £ 1

(25) Euler implicite rien, pas de condition

(26) Crank-Nicolson AAL L2

Le schéma d'Euler implicite reste toujours utilisable quelle que soit la valeur du
pas de temps selon le critre de maintien de la positivité qui nous a servi ici ; toutefois la
propriété d'étre implicite n'est pas un gage de stabilité pour tout pas de temps, ainsi qu'en
témoigne le schéma de Crank-Nicolson 2 la relation (26).

¢ Définition - Méthode 4 un pas

Une méthode a un pas est une méthode de calcul de la solution approchée uﬂ+1 au
temps t,,1 = fp + At telle que seule Ia donnée u’, approximation de la solution au temps t,,
suffit pour définir la méthode. Dans le cas contraire, on paile d'une méthode multipas.

3) Exemples de méthodes muliipas

s Schéma instable

On expose d'abord un mauvais choix qui conduit & une instabilité numérique,
c'est-3-dire un comportement de la méthode d'approximation incompatible avec le
comportement attendu de 1'équation différentielle ordinaire d—ttl =1f(w).

L'idée de 1a construction de ce schéma est identique 4 l'approche déja vue plus
haut ; on développe par la formule de Taylor u autour de t;, jusqu'aux instants t;_j et 1 :

. 1.2 d2u 3
27 u(ty, 1) = uty) + At fu(ty)) + 5 At d_2 (t,) + 0 (A7)
i

2
(28) ulty_1) = ulty) — At f(u(ty) + % At % () + 0 (AL).
t
On retranche ensuite la relation (28) de (27), ce qui donne le développement limité

suivant :

29 utge1) = Uty g)+ 2A Ku(ty) + 0 (AL).

38




Le schéma numérique résulte alors de cette dernitre relation : on néglige le reste,
quitte A remplacer les valeurs u(t) de la solution exacte par des valeuts approchées u¥ :

n+l 1

(30) oo g oA ),

. o e N » —1
Ce schéma est 4 deux pas puisqu'il faut connaiire a la fois uetu” pour calculer
un+1, il est explicite [la relation (30) est une formule de calcul de u"" en fonction des
données u™ et u] et il est d'ordre deux de précision.

s Schéma d'Adams-Bashford

Le choix qui conduit 3 une méthode stable a éi€ proposé par Adams-Bashford. On
part encore du développement de Taylor (27) mais on essaie alors d'exprimer la dérivée

seconde d_zg (t,) & l'aide de dérivées premilres :
dt

2
d 1 [du du
(31) _dt2 (ty) = E {a (tp) — at (t _1)} + 0 (AD)

2
d | ,
(32) -wd; () =~ (fCu(ty)) — futy_1))) + 0 (AD)

Quand on reporte la relation (32) dans le développement (27), on obtient la relation
suivante :

A
(9 Ul =)+ AU() - 5 )+ 0 (A7)

qui, une fois tronquée, définit un schéma qui a exactement les mémes caractéristiques que le
schéma en plus haut & la relation (30), & deux pas, du second ordre de précision en temps,
explicite ; c'est le schéma d'’Adams-Bashford d'ordre 2 (AB2 en abrégé) :

n+l

(34) =gt +% At f(u") —% ALEW™Y)  Adams-Bashford d'ordre 2.

Pour étudier de fagon plus approfondie ces deux schémas, on les teste sur le

modele différentiel exponentiel trés simple : %%d— Au = 0, avec A strictement positif. Les

relations (30) et (34) prennent alors la forme de deux suites récurrentes linéaires a
coefficients constants :

(35) ™ A - =0

(36) ot (1 - % lAt) u - % At l=0  (AB)
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on sait alors que 1'ensemble des solutions de (35) [respectivement (36)] est un espace vectoriel
de dimension deux, engendré par les solutions exponentielles de la forme :

n n

(37) u =s

ol1 s est un nombre solution de I'équation (38) [respectivement (39)] :

(38) CH20A)s—1=0

(39) 32 - (1 - %?\.A'{) s —51 AL=90 (AB2)
et dans le membre de droite de la relation (37), s désigne effectivement s, a la puissance n.

. Le calcul des racines de 1a relation (38) est élémentaire :

(40) s, =V 1+ GAD° —AAt = 1—At+0 At
(41) s_=—N 1+ QAD® - AAL

et 'on remarque que le module de s_ est towjours strictement supérieur 2 1 dés que AAL >0 :

(42) |s_| >1 VAt>0, sid>0.

La solution générale du schéma (30) s'écrit donc :

(43) u'= o (s,)" + B (s

ol o et B sont des nombres réels fixés. Pour AAt assez petit, le module de s, reste intérieur & 1
(cf 1a relation (40)) alots que (s_)n converge vers 'infini (+e0 et —eo puisque s_ < 0), ce qui
entraine que la suite u" définie par (43) est non bornée et prend des valeurs alternativement
positives et négatives si n devient assez grand. Ceci contredit bien siir le comportement
exponentiellement décroissant de u" au fur et & mesure que le temps t, = nAt croit. Méme si
on choisit le couple (°, ul) de sorte que le coefficient B soit nul, les erreurs d'arrondis
qu'effectue la calculatrice électronique imposent de voir f comme une variable aléatoire, ce
qui montre que, quitte 4 attendre assez longtemps, B est non nul et le terme 3(s_)[1 dans la
relation (43) devient finalement dominant, et a le comportement décrit plus haut. Nous
concluons que le schéma (30) est instable lorsqu'on essaie de l'utiliser sur I'équation modéle

(é_ltl + Au =0, ce quelle que soit la valeur du pas de temps At> 0!
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. On procede de fagon analogue pour I'équation du second degré (39) Les racines de
cette équation sont données par les 1elations :

(44) s+=% (1 —%Mt) + % \/1— AAL+ g(’/\m)z: 1 —AAL + 0 (AtD)

1 3 1 9 2 1 2
45 S_=3 (l—zlAt)-i- 3 ‘\/1— AAL+ Z(?&At) =—§7\At + 0 {A)

Le mode s, correspond au "mode physique” : si on prend B = 0 dans la relation

n+l
u

(43), le rapport vaut 8, qui est une approximation au premier ordre de exp (—AAL),

u

compte tenu du développement limité proposé 2 la relation (44). Le mode s_ donné par la
relation (45) est un mode numérique parasite, qui s'amortit tant que s_ reste de module
strictement inférieur & 1, ce qui, si on se contente du développement donné a la relation (45),
prend la forme :

(46) AAL < 2.

Cette condition est en fait générale : il est clair, en prenant s = O dans la relation
(39), que O est entre les deux racines s_ et s, puis en prenant s = —1, que —1 est extérieur aux

deux racines tant que 1 + (1 —% ?uAtj - % AAL >0, ce qui exprime la condition de stabilité
générale,

47 AL < 1.

Le schéma d'Adams Bashford est conditionneliement stabie et une condition de
type (47) relie le pas de temps a la dynamique du systéme différentiel étudié (constante de
temps 1/A).

. Les schémas multipas souffrent des deux défauts suivants : d'une part
l'initialisation demande, pour un schéma 2 deux pas, de connaitre u® et ul, c'est-a-dire plus
d'information que la seule condition initiale (2). D'autre part, il n'est pas possible, pour garder
la précision du schéma, d'introduire un pas de temps variable Aty, avec :

(48) the1 = th + Aty

et le pas de temps At reste fixe pour toute la simulation numérique. Ces défauts nous incitent
a approfondir I'étude des schémas 2 un pas, en construisant des schémas 2 un pas, explicites et
du second ordre de précision.
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4) Schémas a un pas explicites précis
e Schéma d'Euler modifié

On part de la forme intégrale (17) de I'équation différentielle (1) entre les instants
t, et [, 1, puis on calcule l'iniégrale par une formule de quadrature précise au second ordre :

Lo
(49) i_t Jtn L f@)de = f (u(tn )+ 0 @A)

1)
+3

La valeur de u 2 I'instant intermédiaire n +% est prédite par un développement de

Taylor :
1 . 2

(50) ut () =ulty) + 3 At f(u(iy) + 0 (At).

Z'H'E

S$i on tronque maintenant les relations (49) et (50), on définit le schéma d'Eulet

modifié :

1
(51) i2 2+ L A

2

1
(52) o P AE (ﬁ“*z ]

Ce schéma est explicite, d'ordre deux, ct & un pas : en remplacant la relation (51)
au sein de la relation (52),ona:

(53) ReAR LNV f]:un + %At f(un)]

. . n . n+l
ce qui montre que seule la connaissance de u” est nécessaire pour calculeru .

¢ Schéma de Heun

L'idée est trés voisine de celle qui a conduit an schéma de Crank-Nicolson. On
développe l'intégrale du membre de droite de la relation (17) A l'aide de la formule des
trap&zes (18) mais on remplace dans cette derniére relation un+1 par la relation prédite & 'aide
du schéma d'Euler explicite. Avec des formules algébriques, on a donc :

(54) " =" 4 Acf™
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n+1

(55) o =" +§ (i™ + f(a™hy)

soit sous forme équivalente :

n+l

56 ™ =u"+g A [+t + Ava®y]

Le schéma de Heun (56) est explicite, 4 un pas ¢t d'ordre deux.

¢ Schéma de Runge-Kutta

Nous terminons cette introduction aux méthodes a un pas précises par le schéma de
Runge et Kutta d'ordre 4, tt&s populaire, malgré des défauts que le lecteur ne pourra juger
qu'avec sa propre pratique.

On commence par développer l'intégrale au membre de dioite de la relation (17) a
l'aide de la formule de Simpson, qui consiste 4 remplacer la fonction a intégrer par un
interpolé polynomial de degré deux :

6n - ft“” F(u@®)de = < f(u(ty)) + = f(u(t 1)) + L fute) + 0 (1%
Aty M Ty’ T

1
6
Comme pour le schéma de Heun (qui est en fait un schéma de Runge et Kutta

d'ordre deux), on remplace aux temps to,1et tm_ 1 la fonction u par des approximations
2

calculées 4 l'aide du schéma d'Euler explicite et Eulet modifié. Nous donnons les telations de
définition de ces états intermédiaires sans commentaire particulier.

(58) BT oy 3 A"

(59) ST, % At f‘(ﬁm%)

(60) a1 _ g™ 4 Ac (3T

61) TeSRL L é— At [f(un) P25 D) 42 15T + f(ﬁ“”):l

Le schéma défini par les relations (58)-(61) est explicite, d'ordre 4 et
conditionnellement stable (le pas de temps At doit étre limité par une condition de type (47)

pour garantir que les valeurs numériques calculées & l'aide de I'approximation gardent quel
que soit n = O un sens physique.
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5) Ordre d'un schéma aux différences

La notion d'ordre d'un schéma aux différences finies, employée jusque 12 de fagon
intuitive, admet une définition précise qui n'est pas tr&s simple & exprimer ; c'est la raison pour
laquelle elle intervient si tard dans ce chapitre.

On envisage une forme tiés générale de schéma pour approcher numériquement les
solutions de I'équation (1), forme qui contient tous les exemples vus jusqu'ici.

(62) i (un+l - nn) = ¢f un+1: un: ‘-uHWIa RERES | un_p)

Les points de suspension indiquent que le schéma utilise les p instants précédents
(schéma multipas d'ordre p+1, & un pas si p = 0). De plus, sous la forme (62) le schéma est
implicite. A titre d'exercice, nous invitons le lecteur & expliciter la fonction ¢; pour le schéma
de Runge-Kutta (58)-(61).

L'erreur de troncature 7 (At) est obtenue en remplagant dans la relation (62) les
valeurs approchées u™ par les valeurs exactes u(ty,;) de la solution de (1) aux différents

instants.

Comme la solution exacte ne vérifie pas a prioti la relation (62), celle-ci n'est plus
vérifiée dans le remplacement proposé. Aussi on définit I'erreur de troncature T (At) par la

relation suivante :

(63) T (At Ei [u(tn+1) —u (tn)] = g (0 (tgy), 0 (), v (), - 1 (tpp))

On remaique que, sauf cas exceptionnel oll I'équation (1) posséde une solution
analytique, l'erreur de troncature (63) ne peut pas se calculer par une formule analytique.
Toutefois, on peut faire un développement limité de T (At) quand At tend vers zéro. Lotsque T
(At) est de I'ordre de 0 (Atk) pour un certain entier k, ie :

(64) T (A =0 (A ordre k,

on dit que le schéma numérique (62) est d'ordre Kk de précision.

A titre d'exercice, nous invitons le lecteur & vérifier que les différents schémas
introduits dans ce chapitre ont bien l'ordre (au sens de la définition ci-dessus) annoncé dans le
couts du texte

44



6) Mémorandum

nombre | explicite condition
' de pas
schéma formule (1) ou ordre | de stabilité
implicite
Euler explicite oy A fu") 1 explicite 1 AL < 1
Euler implicite 1.111+1 - At f‘(uml) =u" 1 implicite 1 -
ank-Ni At At implici
Crank-Nicolson | n+l _ =g @y =g+ = @ 1 implicite 2 Mt <2
Adams-Bashford | ™! ="+ % At fu") — % At f’(un+1) 2 explicite 2 M <1
a2 pas
« 1 . .
Euler modifié R L % £ 1 explicite 2 AAL< 2
1
a™ =gy A f(iiIl+2 )
Heun g u + At f(un) 1 explicite 2 At <2
At -
n+1 . +? [f(un) +f'(un+1)]
Runge-Kutta kq = f(u") 1 explicite 4 At <28

A
ky = f(0" + 5 ky)
o At
ks = fu" + 5 k)
kg =f(u" + Atks)

At
o™ =0 T (e 2kt 2k tg)
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1) Equation d'advection & une dimension d'espace

. L'équation d'advection A une dimension d'espace est un modele mathématique
ultérieurement simplifié qui représente une partie des phénomenes de transport présents pat
exemple pour la dynamique des gaz. Ainsi, considérons un instant le modele des équations
d'Euler des fluides parfaits compressibles (pas de viscosité ni de diffusion de 1a chaleur) que
nous écrivons sous forme non conservative. La densité p, la vitesse v et l'entropie

spécifique s évoluent en temps selon les relations :

1) B L div(pv)= 0
ot
(2) %+§.W+-1—Vp=0
p
3) v vs=0

Supposons le champ de vitesses uniforme que nous notons a dans la suite et

0
alignons l'axe des x le long de ce champ, ce qui annule du coup les termes ena— dans les
y

équations (1) et (3). La densité p et I'entropie s vérifient la méme équation d'advection, nous

T'écrivons :

@) WM 150, xeR
ot ax

la lettre u désignant I'une quelconque des deux variables scalaires précédentes.

Nous nous intéressons dans la suite au probléme de Cauchy pour l'équation
d’advection (4), c'est-a-dire 2 'équation aux dérivées partielles, jointe 4 la condition initiale.

(5) u(0,x) =1, (x) xe R

. Le probléme de Cauchy (4) (5) est mathématiquement trivial, puisque nous avons

la proposition suivante

Proposition : La solution u (t,x) du probleéme (4) (5) est donnée par 'expression suivante :
(6) u (t.x) = ug (x —at).
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Preuve
Prenant t = 0 dans la relation (6), la condition (5) est clairement vérifiée. On
dérive ensuite en temps la relation (6) :

(7 3—? (t,x) = ~au (x —at)
puis en espace :
) u (tx) =, (x —at)

ox

ce qui montre la propriété m

tA

(a>0) -— dioite x— at = cste.

La solution u de (4) est

constante sur cette droite

caractéristigue.
- x
Xg—aty

A u {0,x)

- x

- aT

A u (T,x)

- X

La solution du probléme de Canchy (4) (5) consiste & déplacer le profil u, (»)
le long de I'axe des x a la vitesse a (advection i la vitesse a).
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11 importe surtout de commenter la propostion précédente : I'argument de u, au
membre de droite de la relation (6) est constant le long d'une dioite de l'espace-temps
d'équation.

(9) x — at = constante (droite caractéristique)

qui est appelée droite caractéristique. L'interprétation "physique” de la relation (6) consiste a
dire que pour résoudre le probléme de Cauchy, c'est-a-dire calculer u (1, x,) en un point
(ty» X) bien défini, on "remonte” la droite caractéristique d'équation (9), c'est-a-dire ici
x — at = x, — at,, jusqu'a I'origine du temps (t = 0), don¢ au point x = x~ at,, (voir la figure).
Le point x, étant fixé, on lui retranche at, pour amiver a l'origine du temps donc si on
1aisonne avec un temps croissant, la valeur initiale u, (X) se retrouve a l'instant t, au point X
+ at,, ce qui correspond & une translation at, du profil u, (voir les figures). Cetic
interprétation étant faite, la notion d'advection (ou de transport, ou de convection) 2 la vitesse
a justifie pleinement le nom donné a I'dquation (4).

. Le fait que le probleme (4) (5) soit d'une part reli€ & des phénoménes présents dans
les fluides (transport par le courant) et d'autre part soluble exactement en fait un bon modele
mathématique pour introduire, comprendre, tester, valider les schémas aux différences finies
qui sont ensuite utilisés pour des modeles fluides plus complexes dont on ne connait pas de
"solution analytique”.

» Notons que dés qu'une discontinuité est présente dans le profil n,, les solutions
numériques approchées sont des approximations peu satisfaisantes puisqu'il faut en général au
moins cing & six mailles pour "capturet” la discontinuité, ce avec les meilleures méthodes

numériques.
‘ u (i,x) ‘ u (1,x)
AbR Bl -
0 > Ax 0
t=0 t=T

Etalement d'une discontinuité lors de la résolution numérique de
I'équation d'advection.
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. Nous terminons cette introduction par deux propriétés des solutions de 1'équation

d’advection.

Proposition : Stabilité L?etL”

. 2 . . .
— Pour tout instant t > 0, la norme L™ de la solution u(t,s), c'est-a-dite :
1

2. 12
(10) .= {LR o ()| dx}
est une constante &gale & sa valeur initiale :

CSVI P N Vi> 0.

— Si u, vérifie une relation de minoration et majoration du type :
(12) u, S U, (X) s VXeR,
alors il en est de méme A tout instant ultérieur

(13) u, <u(tx)<u* vi>0, VXeR.

La preuve de cette propriété, fondée sur des calculs élémentaires & partir de la
formule de représentation (6), est laissée au lecteur.

2) Discrétisation en espace et en temps

. Nous commengons dans ce paragraphe par décrire la méthode des lignes, qui

consiste & discrétiser 1'équation (4) en espace seulement, gardant une représentation continue

en temps.
-a—p Ax
& & & & @
jAx

ui(0) = u(t,jAx)

Semi-Discrétisation en espace

On se contente de chercher des valeurs approchées de la solution u au point
xj = jAx, ayant fixé au préalable un pas d'espace Ax >0 :

(14) (1) = u(t, jAx) i€eZ, 120
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Le probléme est alors de trouver I'équation différentielle ordinaire qui permet
de décrire I'évolution en temps de la variable discréte u; :

d I
s  guh=-a —(w) G

Le calcul du membre de droite de la relation (15) n'est pas naturel et résulte d'un
choix du concepteur de la méthode. En effet, une dérivée en espace peut &ire définie a l'aide
des trois limites suivantes :

(16) @—“](xj) = lim % [0 () —u ()]
* h—0, h>0

(17 @—i—)(xi) = lm 3 [uGe)—u )]
h—0, h>0

: 1
(18) (ax)(x’) = lim 5 [u (xj+h) —u (x-h)] .
h—0, h>0

La relation (16) introduit une différence finie décentrée a gauche, la relation (17)
une différence finic décentrée a droite et la relation (18) une différence finie centrée autour
du point xj. Lorsqu'on regarde l'axe des x a l'échelle h = Ax, les trois expressions dont on

prend la limite aux relations (16) a (18) ont un sens et sont les "meilleures” approximations
des limites considérées a l'échelle Ax du maillage. Elles conduisent aux trois schémas

d'approximation suivants :

1
(19) (D_u), =— (u]- - ui_l) décentré A gauche
J Ax ‘
(20) D, ), = (u_ —u-) décentré A droite
i Ax L1 )
@1 (Do u), _E w,tu) o centé

Quand, dans le second membre de la relation (15), on remplace la dérivée partielle
par rapport a x par 1'un des trois schémas (19), (20) ou (21), on obtient alots un sysi¢me

différentiel du type :

@  $uw=-iv
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ol U= {u}, je Z} est 'ensemble des variables discrétes et (f (U))j =—2 (Du)j (D=D,.D_
ou D, selon le choix de discrétisation en espace). Bien que le systeme (22) soit posé avec un
nombre infini de variables, il s'agit d'un artifice mathématique pour faciliter les analyses qui
vont suivre et on doit le considérer comme une équation différentielle ordinaire a4 un nombre
fini de patamétres.

. On est alors en mesure d'introduire une échelle de temps At > 0 et de discrétiser en
temps le systeme (22) 2 l'aide des méthodes générales introduites au chapitre 2 de ce cours.
Nous nous restreignons dans ce paragraphe au cas du schéma d'Euler explicite en temps ; on
note avec un indice supérieur (qui n'est pas un exposant !) 'approximation de u; au temps
nAL :

(23) v = Uj (nAL) = u (nAt, jAx)

et le schéma d'Euler explicite relatif & I'équation différentielle (22)
1 n+1 n {0
24 = (o™ ") = (U™
ey )

prend l'une des trois formes snivantes, selon qu'on discrétise en espace avec l'une des trois
relations (19), (20) ou (21) :

25) i (u;]-s-l - u;’) + f; (u;] - u}]_l) =0 décentré a gauche

26) Ait urt =)+ (- =0 décentré 4 droite

@n i (! -ur) + (- o) =0 cenuié.

. L'ordre de précision de ces schémas est défini de 1a fagon suivante. On considére

I'expression T (At, Ax) obtenue en replagant dans 1'une des écritures (25) a (27) ug par la
valeur de la solution exacte au point (kAf, mAx), c'est-a-dire u (kAt, mAx) Comme la

solution exacte de 1'équation aux dérivées pattielles (4) n'a aucune raison de vérifier le
schéma d'approximation, 7 (At, Ax) est une expression non nulle dont on peut faire le

développement limité pour At et Ax tendant vers zéro. Si T (At, Ax) tend vers zE&ro dans ces

conditions, on dit que le schéma est consistant avec 1'équation (4). Si, de plus, on a le
développement asymptotique du type :

(28) T (A, Ax) =0 (AP)+ 0 (AxY  (p, g entiers)
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on dit que le schéma est d'ordre p en temps et d'ordre q en espace. On a la propriété suivante,
pour les schémas (25) & (27), dont la prenve est laissée au lecteur.

Proposition

— Les schémas décentrés & gauche (25) et décentié a droite (26) sont d'ordre 1 en espace et

en temps.

— Le schéma centré (27) est d'ordre 2 en espace et d'ordre 1 en temps.

Afin de pouvoir critiquer les choix conduisant aux trois schémas (23) a (27), nous
effectuons au paragraphe suivant une analyse de stabilité.

3) Analyse de stabilité par Fourier

. Cette méthode, proposée par J Von Neumann en 1950, consiste & envisager
comme condition initiale une onde sinusoidale et regarder son comportement quand on lui
applique le schéma numérique et quand on regarde son évolution en temps exacte a l'aide de
I'équation aux dérivées partielles (4).

On considere donc une onde sinusoidale A l'instant t,,, de 1a forme :
(29) u;’ = (k) exp (ikjAx), jeZ

ou k est le vecteur d'onde de 1'onde, kAx étant défini & un facteur 2I1 prés, compte tenu de

I'expression de l'exponentielle complexe au membre de droite de la relation (29)

(30) 0<kAx <210

. Lotsqu'on itere I'un des trois schémas en temps (25) (26) ou (27), avec la condition

(29) au temps t;, I'expression u}H'

1 est de la forme :
31) u;”j = g (kAx,0) (k) exp (ikjAx)

et il est donc toujours possible, lorsque le schéma numérique est linéaire, d'écrire le schéma
numérique sous la forme :

(32) i+ = g (kAx, ©) u, avec 0‘=@
] ] Ax
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lotsque u}l est donné par la relaiton (29). Le coefficient g (kAx, ©) est appelé coefficient

d'amplification du schéma numérique

Définition. On dit qu'un schéma numérique est stable (au sens de Von Neumann) lorsque son
coefficient d'amplificaiton g, défini aux relations (29) et (32), est pour tout k véritiant la
refation (30), de module inférieur ou égala 1:

(33) |g (kAx, 0')| <1 Vk, 0 <kAx<2IL

. La condition (33) exprime que l'onde (29) n'est pas amplifiée par le schéma. Si
c'est le cas, la multiplication des itérations en temps conduit & la manipulation d'une onde dont
l'amplitude croit exponentiellement, c'est-a-dire finalement 4 la manipulation dans I'ordinateur
de nombres dont le module devient plus grand que le plus grand nombre représentable en
machine (overflow) : c'est l'instabilité numérique, qu'il faut absolument prévenir.

La notion de stabilité numérique est purement mathématique : elle exprime que les
manipulations algébriques caractéristiques du schéma ne contiennent pas de suite géométrique
divergente. Cette notion est compleétement indépendante de la précision du schéma, qui est
plus intuitive et se ramene 2 des développements de Taylor. Nous pouvons donc énoncer la :

Proposition

. Le schéma décentté a gauche (25) est stable au sens de Von Neumann sous la
condition (dite de Courant Friedrichs Lewy, ou CFL).

A
(34) c=a 2L <1 @>0)
Ax

. Les schémas décentré & droite (26) et centré (27) sont instables quel que soit Ie pas
de temps At strictement positif.

Preuve de Ia proposition

. On calcule les coefficients d'amplification des trois schémas Lotsqu'on change j
en j+l dans I'expression (29), on multiplie u]p par le coefficient exp (ik Ax) ; cette remarque
permet de calculer trés rapidement les coefficients d'amplification des schémas.
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. Pour le schéma décentré A gauche, ona:

(35  ghkAxo)=1-o(1-c™)

2
kAx
Alors 1g|2 = (1 26 sin’ T] + o2 sin” kAx

,ZkAx 2 4 kAx 2 . 2 kAx 7 kAx
= ] — 4@ sin T+4G sin T+4G $in” —— oS 5~

2 .2 kAx
(36) gl =1-4c (1-0) sin ——

et l'expression au membre de droite de (36) n'est inférieure 4 1 que si ¢ (1-0) 2 0, C'est-a-dire
sous la condition (34) d&s que a > 0 et At > 0. Ceci prouve le premier point de la proposition.

. Pour le schéma décentré a droite, on a :

g=1-o (1)

et en prenant un nombre d'onde k tel que kAx =11, on a dans ce cas :

gkAx=T)=1+20>1 désque ¢>0

ce qui monire que ce schéma est instable.

. Pour le schéma ceniré en espace (27), le coelficient d'amplificaiton prend Ia forme

suivanie :

(37 g (kAx,0) = 1 — i sin (kAx)

et pour tout k, cette expression est un nombre complexe de module strictement supérieur a 1
81 G n'est pas nul.
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s (Cdne de dépendance numérique

Afin de se donner une idée intuitive de la condition de stabilité (34), on constiuit,
pour le schéma décentré (25) le cOne de dépendance numérique entre les instants n et n—m
(m entier = 0), c'est-2-dire I'ensemble des noeuds ((j+ £) Ax, (n—k) At) (0 <ks= m) dont la

X n
valeur est nécessaire pour calculer U

Lorsque m = 3 par exemple le cone de dépendance numérique du schéma (25) est

donné par le graphe suivant :

n
At
n—1
n—2
e n—3
-3 -2

Cone de dépendance numérique du schéma décentré a gauche (25).

On peut superposer & ce graphe la droite caractéristique (9) passant par le point
(jAx, nAt). La condition de stabilité (34) exprime alors que pour l'instant (n—1) At, cette droite
passe "entre” les noeuds (j—1) Ax et jAx du maillage en espace. De fagon plus générale, la
droite caractéristique est située a l'intéricnr du cOne de dépendance numérique relatif au
schéma décentré & gauche lorsque la relation (34) est vérifiée.

Nous retiendrons la condition nécessaire (pratique) suivante.
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Caractéristique et céne de dépendance numérique

Pour qu'un schéma soit stable, il est nécessaire que le cdne de dépendance
numérique contienne la droite caractéristique.

Cette condition permet trés rapidement d'illustrer la non stabilité du schéma
décentré 2 droite : le schéma a un cone de dépendance numérique formé d'états tous situés "a
droite” du noeud (jAx, nAt), c'est-2-dire de la forme ((j—f-k)Ax, (nmm)At) k = 0 alors que la
droite caractéristique, qui porte l'information mathématiquement (physiquement ?) nécessaire
pour connaitre la valeur de la solution au point (jAx, nAt ), vient de la gauche ! Il n'est pas

possible d'interpoler les données de la grille partielle de dépendance pour évaluer de fagon
approchée la valeur du champ inconnu sur 1a droite caractéristique.

. La condition précédente n'est que nécessaire. En effet, dans le cas du schéma

centré instable (27) (voir son coefficient d'amplification en (37)), la condition de stabilité (34)
permet de placer la droiie caractéristique aboutissant au noeud (jAx,nAt) i l'intérieur du c6ne

de dépendance numérique de ce schéma (le dessin est laissé au lecteur), alors que le schéma
demeure instable que que soit At > 0 ! On mesure bien siir cet exemple, combien la notion de
stabilité numérique est une notion purement mathématique dont une représentation intuitive
comme la condition géométrique de cOne de dépendance ne donne qu'une image imparfaite.

4) Quelques propriétés de deux schémas classiques

Dans la suite de ce chapitre, nous ne conservons que le schéma décentré A gauche
(25), vu que les schémas (26) et (27) sont instables pour tout pas de temps At > 0. Nous

remarquons toutefois que si a <0, il convient de prendre le schéma décentré & dioite et ne pas
utiliser le schéma décentré a gauche (exercice laissé au lecteur !). Le choix d'un schéma
décentré impose de connaitre le sens de I'écoulement.

. Nous introduisons maintenant le schéma de Lax Wendroff (1960), qui s'obtient par
un procédé dual de celui proposé au second paragraphe de ce chapitre : on discrétise d'abord
le temps (l'espace restant continu) puis on forme les opérateurs aux différences centrées les
plus simples pour calculer de fagon approchée les dérivées partielles en espace.

On part du développement de Taylor suivant :
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R e L IR PTG B
ot ot

que l'on va tronquer pour définir le schéma, et on remplace les dérivées en temps par des
dérivées en espace 2 l'aide de I'équation (4) :

Gy Mo R
ot ox
2 2
du 2du
(39) gu_g294
i
2
du 1 2(du
40 n+Hl _d® At > @A | 22
COR (ax) 7 @a0"[ S5

On remplace ensuite les dérivées partielles en espace ol & la relation (40) par des
différences finies centrées.

a_u = 1 u u
(41) ax)j = A% ujﬂ_uj-D
8211 o 1
u [V} n
(42) aszi o (Ax)2 (u] Nl 2uj + uj—l)

On remarque que ces deux
approximations sont ptécises au second
ordre en espace, ct l'expression (42) i-

donnant la dérivée seconde au noecud
jAx s'obtient en introduisant d'abord &

une approximation de la dérivée -1 o j . j+1
premiére entre les deux noecuds j et |

(G+1) :
(43) u 1 U —u
‘ dx ). 1 Ax \ j+l 3)
I
2
et en utilisant ensuite cette expression du gradient de part et d'autre du sommet j :
2
du du du
(44) | =
x| ax 1 ax
) L) 2

Ceci correspond {inalement 4 'expression (42).
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Le schéma de Lax-Wendroff est donc défini par la relation ;

2
1'1+1_1'1_£ALt n _.n 1 (aAt LT, Y LR
(45) o=y A Ui uj—l) +3 (Ax) (“j+1 2uj +uj_1).
. L'intérét essentiel du schéma de Lax-Wendroff réside en sa grande précision
spatio temporelle :

Proposition. Le schéma (45) est précis au second ordre en temps et en espace.

De plus, il posséde de bonnes propriétés de stabilité.

Proposition. Le schéma de Lax-Wendroff (45) est stable au sens de Von Neumann sous la
condition CEL.

(46) 2<1:ouc=At
Ax

. Pour démontrer cette derniére proposition (la preuve de la proposition précédente

est laissée au lecteur), on calcule le coefficient d’amplification, en adoptant la notation
classique & =kAx.

(47) g€o)=1-iocsinE+ 62 (cosE—1).
Le calcul du carré du module de g est alors facile :
2 2 2
g” =[1-062(1-cos&)] +02sin"E
=1-¢2 (2—2cosf;—sin2§) + o4 (1-cos §)2
= 1—02(1 w2cos§+cos25§,) + cr‘*(l—cos."l;)2
2 5 5 2
(48) g~ =1-02(1-02)(-cosk)

Lorsque & varie de 0 2 211, le coefficient (1 — cos &)2 varie de 0 4 4, et ;g|2 ne reste

plus petit que 1 que si (1 — 62) est positif, ce qu'exprime exactement la condition (46).
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Proposition : Stabilité L™

Le schéma décentré (25) est, sous la condition CFL (34), stable L™, alots que
méme sous la condition analogue (46), le schéma de Lax-Wendroff (45) ne 1'est pas.

. La stabilité Lm, définie aux relations (12) et (13) est simple & établir pour le
schéma décentré, qui peut s'écrire sous la forme :

n+l _ o n n
(49) U, =(l-0) 0 +(7uj_1

c'est-a-dire comme combinaison convexe (¢ < 0, 1-0 = ) des points du cdne de dépendance

numérique. Si u, < up < u* pour tout k € Z, alors uml satisfait clairement cette propriéeé
q ¥ P j prop

compte tenu de l'expression (49) qui met en jeu des coefficients positifs pour u? et u?_l, et

ceci est vrai quel que soit .

) Dans le cas du schéma de Lax-Wendroff, on a ;
4l _ o o ovom 1 . .0 n
(50 Y =(l-¢ )uj 3 ol ()')11j+1+2 (1+0) U

Pour 0 < ¢ < 1, le coefficient de u;’+1 est négatif, et pour —1 < ¢ < 1, celui de u?_l

est négatif. Ceci ne constitue pas une preuve de la non stabilité du schéma de Lax Wendroff,
qui résulte d'un résultat général de V. Thomée (non démontré ici) quun schéma stable L™ est
d'ordre impair. [

¢ Erreur de phase

Le coefficient d'amplification g mesure la fagon dont le schéma modifie une onde
sinusoidale. Si on a une condition initiale du type :

S u () =exp (ikx)

la solution de I'(quation d'advection aprés un temps At s'crit :
(52) 0™ Ay =¢ Ty (%)

ce qui conduit  introduire le coefficient d'amplification exact relatif & I'équation (4) et non
plus au schéma numérique. En introduisant le nombre de courant &, on a donc :

(53) T Sl
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Nous écrivons par ailleurs le coefficient d'amplification du schéma numérique en
le décomposant en module et argument.

(54) g =|g| exp —if.

La condition de stabilité|g| < 1 est "antomatiquement” satisfaite pour le coefficient

exact introduit en (53) qui est de module toujours égal a 1.

Le 1apport entre la solution approchée calculée par le schéma numérique et la
solution exacte (52) est donc, pour une onde sinusoidale, donnée par 1'expression suivante :

sh
555 LB exp—i @ —koax)
u (At
u{At,x)
1 solution exacte
el
écart sur solution numérique
la période
£ A —
0 211
k
erreur de phase

L'argument (6—kocAx) de {'exponentielle complexe au second membre de (55) est

appelé erreur de phase du schéma numérique. Il mesure 1'écart entre la période du signal
introduit comme condition initiale (51) et le signal recu grice au schéma numérique. Si 0~
koAx est positif, 'onde numérique "va plus vite" que l'onde physique et elle va moins vite si
8-koAx < (), ce qui est par exemple le cas de la figure ci-dessus.
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Proposition : Erreur de phase pour kAx petit

Pour le schéma décentré amont (25), l'erreur de phase admet le développement
limité suivant :

(56)  8-koAx=—50(1-0) (1-20) kax)’ + 0 {(kAx)°)

et pour le schéma de Lax-Wendroff (45), nous avons :

(57) 6-kGAx = —% (1 + % 02) &Ax) +0 ((kAx)s) |

Exercice. Le calcul de uxj”*1 avec le schéma décentré (tespectivement de Lax-Wendroff)

revient a interpoler la valeur au pied de la caractéristique :
(58) x = xj — aAt (aAt < Ax)

a l'aide d'une interpolation affine entre les valeurs uj“_1
. . » . . . . n _n
interpolation parabelique a partir des trois valeurs U_gs U Ui ).

et u;’+1 (respectivement une

5) Probléme a valeur initiale et a la limite

o Nous avons étudié dans ce chapitre le probléme de Cauchy pour 1'équation
d'advection, c'est-a-dire I'équation (4) avec une variable d'espace x décrivant R pour entier.
Dans la pratique, la variable d'espace est boinée, et nous devons donc nous intéresser au
probleme dit "IBVP" (Initial Boundary Value Problem) c'est-3-dire avec valeur 2 la limite et
valeur initiale :

p
a—u+aa—u=0 i>0 O<x<L
ot 0x

59

(59 u(0,x) = uy(x) O<x<L

\.condition limite en x =0 etfoux =L

Le jeu de condition limite 3 imposer en x =0 et x = L se devine facilement i partir

de la connaissance des caractéristiques : la solution u est constante le long d'une droite
caractéristique du type x—at = cste.

62




pas de condition
limnite

condition
limite

condition initiale

"IBVP'" pour I'équation d'advection

Partant de (t >0, x e ]O,L[), on "remonte” vers le passé la droite caractéristique
passant par ce point et on finit par rencontrer I'axe des x (1=0) ou l'axe des temps (x=0). Dans
le premier cas, u(t,x) est égal 4 la valeur initiale u,, (relation (6)) et dans le second cas, u(t.x)

X
est égal 4 la valeur limite v, en x=0 pour le temps t — P

(60) u(t,x) = v, [t - g) O<at<x<L.

. Le probleme IBVP (59) doit donc &tre mathématiquement (nous ne l'avons pas
démontré ici !) et physiquement (nous venons de l'illustrer) posé sous la forme suivante :
'd

d
@+a—u=0 t>0, 0<x<L
dt  dx

61
©1) w(o,x)=u,x) O<x<L condition initiale (t=0)

L11(t,0) = v (t) t>0 condition limiteenx =0 .
Nous remarquons qu'aucune condition limite n'est nécessaire en x = L, partie de
la frontiere ol la droite caractéristique x = at = cste "sort" du domaine de calcul (si on la suit

en l'orientant vers les temps croissants !).

Nous nous attendons & ce que tout schéma numérique doive prendre en compte
cette particularité de I'équation d'advection.
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. Nous discrétisons l'espace temps O <x <L, t>0 a l'aide d'un pas d'espace

compatible avec la géométrie :
L .
(62) Ax = T J entier
et un pas de temps compatible avec la condition de Courant-Friedrichs-Lewy :

(63) aAt < Ax.

tA ™ ] ™ () O

. ) o o ® '®)
At

. ® ° [ ] ® O

En t =0, la valeur aux points de grille est donnée a l'aide de la condition initiale :
(64) u;’ =u, (jAx) 0<j<T
eten x =0, on utilise la condition limite entrante :
(65) ug=Ve(nA)  n20

[on remarque que la condition de continuité uy(0) = v,{0) est nécesaire pour donner un sens

non ambigu aux relations (64) et (65) pour j = 0 et n =0 respectivement].

Pour les points de grille "intérieurs" au domaine de calcul (avec un point noir sur le

graphe précédent), le schéma numérique permet de calculer un pas de temps dés que toutes les
valeurs sont calculées au pas de temps antérieur. Par contre, en x = L (ou j = T), l'abscence de

point de grille " droite” de ces points limites impose d'analyser avec soin ce qui peut arriver.

64




. Dans le cas du schéma décentré (25), seuls les O n+l
points j et j—1 sont nécessaites a l'instant n pour itérer le
schéma. Donc en j = T (au bord du domaine), il n'y a pas
de probleme particulier. Le schéma décentré "suit" la
physique en allant chercher I'information numérique dans . °o
la bonne direction. j-1 ]
. Dans le cas du schéma de Lax Wendroff (45), O n+l
les trois points j~1, j, j+1 sont utilisés pour itérer le
schéma. On ne peut pas l'utiliser sans modification a
la limite.
L [ ] L
-1 j j+1

On peut ajouter une "condition limite numérique” en x=L, qui enrichit la physique
sans raison particuliére, en "préiraitant” une valeur en j = J+1, pour calculer ensuite avec le
schéma de Lax Wendroff entre les instants n et n+1. On peut aussi changer de schéma pour
le calcul du seul point limite j = J ; le "schéma 2 la limite" (par exemple le schéma décentré 2
gauche vu ce qui a ét€ dit plus haut) doit étre compatible avec le "schéma intérieur” (ici Lax
Wendroff). L'analyse de la stabilité pour le probléme a condition limite et initiale est délicate
et récente (Gustafsson-Kreiss-Sundstrom, 1972) ; les crittres de stabilité du schéma global
sont encore du domaine des spécialistes !
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1)} Modele physico-mathématique

Dans ce chapitre, nous abordons 1'étude d'un modele de diffusion. Le laplacien du
champ décrit directement 1'évolution en temps du processus. De fagon plus générale, étant
donné un domaine Q de R" (n = 1 au moins au tout début de ce paragraphe, n = 1 ensuite), on
cherche un champ scalaire u (la température) fonction de x € Q et du temps t.

() [OT[xQ 23(tx) »u(t,x)e R

solution de 'équation "de la chaleur” :

(2) %?—- div(k Vu) =1 (tx) € O T[xQ

Le second membre f est la source volumique de chaleur (flamme, radiateur) et k le
coefficient de diffusion thermique (qui peut étre une matrice pour un matériau anisotrope) qui
relie le gradient de la température au flux de chaleur q :

(3) g=-kVu, (tx)e ]O,T[xQ.

On pose le probléme sur un intervalle de temps ]O,T[, mais en pratique T peut étre
arbitrairement grand lorsqu'on recherche un régime permanent ou entretenu réguliérement.

En plus de I'équation aux dérivées partielles (2), on doit aussi se donner une
condition initiale uy :

(4) u (0,x) = u, (x) xeQ

ainsi qu'une condition limite en tout point du bord 92 ; on se bornera ici 4 une condition de
Dirichlet sur une portion I3 de la frontigre :

(5) u (tx) =v, (1) te JOT[, xe I3
et 4 une condition de Neumann de flux imposé sur [a partie complémentaire T :
(6) —kg—u(t,x) =g (1), te JOT[, xeT;
n
(7 Q=TNHuhL ; 1Nk =@
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. Dans le cas d'un barreau infini (Q = R), le bord de £ est tejeté 4 l'infini (pas de
condition limite) et le probléme de Cauchy (2) (4) a une solution unique u(t,x) qui peut se

représenter A 1'aide d'une intégrale :

) L
(8) u(tx) = j exp u, (x ) dx
R /21Tt a
Le noyau de Green G(t,x),

2
1 x|
9) G (t,x) = exp— |z

\ar

est la solution élémentaire de 1'équation de la chaleur avec un coefficient de diffusionk = 1,
c'est-a-dire est solution du probléme suivant :

(10) a_u —Au=0
ot

(1 u (0,x) = &(x)

ou la "fonction” 8, ou plus justement la "masse de Dirac" & est une distribution qui opére sur
les fonctions ¢ : R — R de la fagon suivante :

(12) <8,0> = ¢(0).

On peut dire aussi que 8(x) est un "pic" valant 0 sauf en x=0 ol il prend une valeur
infinie de sorte que la relation (12) soit vérifiée, en identifiant <d,0> a 1' "intégrale”

J. &(x) @(x) dx.
R

Il convient de retenir de ce qui précdde que si on se contente d'une source de
chaleur de "masse" unité en t = 0, placée en x= 0, alo1s la solution du probléme (10 (11) est

donnée par la relation (9). De plus, si on remplace la condition particuliere (11) par la
condition générale (4), le probléme (10) (4) a pour solution la température u donnée par la
relation (8), qui est une convolution du noyau de Green (9) par la donnée initiale (4) :

(13) u=G * u,.
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Figure 1 : Noyau de Green de I'équation de Ia chaleur a différents instants.

La représentation graphique du noyan de Green Gaussien (figure 1) montre que dés
que t > 0, la fonction G(t,*) n'est pas nulle, ce qui indique que la donnée initiale (11), s'est
propagée infiniment loin en un temps arbitrairement petit. Nous retenons que la vitesse de
propagation de l'information est infinie pour 'équation de la chaleur (10).

Notons qu'avec le modéle d'advection étudi€¢ au chapitre 3, la propagation
s'effectnait 2 vitesse finie, ce qui constitue la principale différence mathématique entre les
modeles. L'équation d'advection est le prototype de ce que les mathématiciens appellent un
probleme hyperbolique alors que 1'équation de la chaleur est un modgle dit parabelique.

A partir de la représentation intégrale (8), il est facile de tirer plusicurs propriétés

de la solution de 1'équation de la chaleur, qu'on peut ensuite chercher 2 retrouver lors de Ia
résolution approchée.
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Proposition : Principe du maximum.
On a les implications suivantes :
(14) 20 = u(tx) 20 Vt, Vx

(15) u <y Su* = v, < utx) <’ v, VX

Proposition : Stabilité L2

2 . o
Nous notons | \|0 Ia norme L d'une fonction 1éelle :
1

a6 = UP W) dx)z

La solution du probléme (10) (4} vérifie :

(17) [u (=8 o S Jud

2) Schéma aux différences explicite & une dimension

Nous prenons un second membre f identiquement nul, nous plagons sur une barre
infinie (Q = R), et cherchons donc 2 approcher numériquement I'équation de diffusion

suivante :
(18) du_29 ka—u =0 t>0, xeR.

ot  odx | ox

Nous approchons la relation (18) par un schéma 2 deux niveaux en temps :
(19) du 1 u““—uF‘) n>0, jeZ

ot At ™) L I

ol u;l désigne I'approximation classique

(20) ' = u(nAt jAx) .

De plus, nous utilisons d'abord un schéma explicite, c'est-a-dire :
(21) S PRI D ).
dx | odx dx | ox
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. La disciétisation de l'opérateur (21) par un schéma aux différences est tres
classique (figure 2).

Ui U Ui
o— —O ®

-1 (au) j {_a_@.) i+l
j dx’ il

Figure 2 : Différences finies centrées pour 1'approximation d'une dérivée seconde.

On a d'abord une approximation centrée de la dérivée premiere entre les deux
points de grille j et j+1.

ou k 2
22 k|— = — - 0 (A
> (Eklg e (B 74) 104
2

e .1
avec une relation analogue en (]—5):

ou
2 k|—
@3 (ax)j

On effectue ensuite la différence entre les relations (22) et (23) pour approcher
l'opérateur du second ordre (21) :

d Ju _ 1 L 3 _£ 3 2
@9 ax[ ax) OV= {Ax (5791) 3 (B “j)} O
d (. du
(25) Bx( Bx] ()~ 7 (— Wt 2u-u )

On aboutit, compte tenu des choix antérieurs (19) et (21), au schéma explicite
suivant :

@ L) ¢ (e )
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dont le graphe de dépendance est illustré figure 3. Connaissant l'ensemble des états a I'instant
nAt, le calcul de chacun des états & l'instant ultérieur (n+1) At est directement fourni par la

relation (26).

n+l

1 t
-1 j j+1

Figure 3 : Graphe de dépendance du schéma explicite (26).

Propaosition

Le schéma (26) approche I'équation de la chaleur (18) au premier ordre en temps
et au second ordre en espace.

La preuve résulte d'un développement de Taylor de la relation au membre de
gauche de (26), quand on l'applique aux valeurs de grille d'une solution de 1'équation (18).
Elle est laissée au lecteur.

Proposition : Stabilité

On introduit deux coefficients sans dimension o et &, définis pour une onde
exp (i p x) par les relations suivantes :

At
27 o=k—y

Ax
(28) £ = pAx.
Le coefficient d'amplification g (o, €) du schéma (26) s'écrit :

(29) g (0,8) =1~ 4 o sin? % ,
la condition de stabilité de Von Neumann :

(30) vEe [0,20], g (@) <1

s'écrit dans ce cas :

1
(31 o < 3
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¢ Développement d'une instabilité
uixti

i

0 ;_ - -
w2
. - KAt
Figure 3 : Stabilité du schéma pour — < %
Ax

- . At )
Choississons maintenant At tel que — = % 2 % . On 1eprésente les solutions

Ax
approchées pour n =5, 10, 15.
TRV
i
n=§
N
u {x,1}
4 n=10
- x
ulx,t}
4
n=15
L2 ! H : x
. 1 At 1
Figure 4 : Instabilité du schéma pour —; > 5
Ax
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3) 6-schéma en temps

L'idée est de passer du schéma explicite en temps, défini a 1a relation (21), 2 un

0 (. d .
schéma implicite paraméué par 8, 0 < 6 < 1. L'opérateur de diffusion — E)_ (k a—u) est interpolé
X X

en temps entie les instants nAt (avec le poids (1-0)) et (n+1) At (avec le poids 6) On a donc
Ia relation suivante :

o L () (oG -2 ) + 00 (k2 } o

On remarque que pour 6 = 0, on Ietrouve le schéma explicite déja vu au second

paragraphe, alors que les choix 0 =1¢et 0 = f définissent un schéma d'Euler implicite du
premier ordre et le schéma de Crank-Nicolson du second oidre en temps. Quelle que soit la
valeur de 0, le schéma (32) reste du second ordre de précision en espace.

Proposition : Stabilité

Aves les notations introduites en (27)-(29), le 0-schéma (32) pour 'équation de la
chaleur a un coefficient d'amplification g (o,&) donné par la relation :

1 - 40 (1-6) sin?5

33 o,8) =
&9 E (@5 1+4aesin2§

Ce schéma est donc inconditionnellement stable 5i 6 2 1 :

o

(34) 823 = VE, Vo [g(.p) <1

. . . 1
et stable sous la conditoin suivante 5i 0 < 3 :

1 1
(35) B<y etas o >V p@p)| <l |

On gagne donc en stabilité avec le schéma (32) puisque si 0 est plus grand que %

il n'y a plus de restriction sur le pas de temps pour garantir que le schéma est stable, c'est-a-
dire utilisable en pratique sur une machine qui fait des erreurs d'arrondis. Par contre, la
construction du schéma est plus complexe. La relation (26) définissait une formule de calcul
pour évaluer u 4 l'intant (n+1) At a partir de l'ensemble des valeurs y; 2 l'instant nAt. La
relation (32) ne définit qu'un systeme linéaire pour calculer I'ensemble des valeurs u a
l'instant (n+1) At a partir de I'ensemble des valeurs u; connues 2 l'instant précédent. Nous

J
précisons un peu ce point dans ce qui suit.
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. On dispose d’'un domaine unidimensionnel £ = JO,L{ discrétisé avec un pas
constant de tacon a placer N+1 cellules.

L

(36) = ﬁ .

Le point x,, = 0 est situé sur la frontiere de gauche ; on se donne par exemple une

condition de Dirichlet :
37 o = P

alors que le point X = L est situé sur la frontiere de droite du domaine €2 ; on se donne encore

(pour simplifier 'exposé) une condition de Dirichlet.

n n
(38) Ung1 = VL

Rappelons que l'indice n au second membre des relations (37) et (38) indigue que la
donnée au bord est variable en espace.

. Les inconnues sont les nombres u}’“ a évaluer a l'instant "suivant”, pour j=1, 2, ..,
N, ce a partir des valeurs uﬂ pour k = 0, ..., N+1, en tenant compte des relations (37) et (38).

Notons également que la condition limite & 1'instant (n+1) est connue, puisque c'est une donnée
du probléme global & résoudre.

On lit pour les différentes valeurs de j la relation (32) et on fait apparaitie des

. . n+i
maltrices. On range d'abord les inconnues u}”l dans un vecteur U~ :

( u!}l+1 \

(39 U™t = u;H'l

\N

On regarde la "ligne courante” pour la relation (32), c'est-a-dire des valeurs de j qui
ne vont pas faire apparaitre les conditions aux limites (37) et (38). En pratique, 2 <j< N-1, on

range A gauche du signe d'égalité tout ce qui est inconnu (n+1) et & droite tout ce qui est connu,
apreés multiplication par At. Il vient :
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1 1
(40) —Bailj?i1+(1+29(x) u}“‘ —Gotu;’:l =

=(1-9) o uj“_1 +{(1-2 (1-9) o) u}‘ +(1-0) o u]!‘l+1 ‘.

o On s'intéresse ensuite aux valeurs extrémes de j (j = 1 et j = N) ol les conditions aux
limites (37) (38) jouent un 1dle actif. Pour j =1, on obtient :
1
(41) (1+200) 0] -0 0wy = (1-2 (1-8) &) v} + (1-B) o w,
+0 v+ (1-0)av)
et pout j = N, on a de méme :

@)  -8ou+(1+200) uft = (1-0) auy  + (1-2(1-8)a) vy

+0ov s (1-0)av) .

. On écrit de fagon synthétique les relations (41), (40) et (42) & l'aide du vecteur
d'inconnues (39) sous la forme :

(43) AU =BU"+V
oll A, B sont des matrices NxN données par les relations suivantes :

1+ 260, —00, 0 |
00 1+208¢ -0

(44) A= ..‘. ~t~ .s‘
-0a 1-260 -00
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1-2(1-8)a  (1-0)a 0
1-0)u 1-2(1-6)a °
(45) B = .. . .
I 1-2(1-9)a 1-6)a
0 1-0)o 1-2(1-6)o
et V est un vecteur d'ordre N associé aux valeurs au bord du domaine
1
( (9 vn+ +(1-6) vg) o \
0
(46} V=
0
\ (ovi" +(1-0)v1) o
. Disposant d'un schéma inconditicnnellement stable (pour 0= 2) ou peut étre plus

exigeant quant A sa qualité, c'est-a-dire se donner une propiiété supplémentaire vérifiée par
I'équation et se demander si elle est vérifiée par le schéma. Le principe du maximum (que nous
ne détaillons pas dans ces notes) entraine que si la température initiale est positive, cette
propriété demeure vraie A tout instant. Cette notion ayant un sens physique évident, nous

énoncons le résultat qui suit :

Proposition

Le 0-schéma (32) est de type positif, ic :

47

sous la condition suivante :

(Vje Z, u?zﬁ) = (Vke Z, uEH
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(48) o< 2—_6’2‘
4 (1-0)

ol o est défini & 1a relation (27).

. Pour le schéma de Crank-Nicolson par exemple(e = %) on trouve une condition de

type oo < % , qui est moins restrictive que la condition (31) de stabilité pour le schéma explicite,

mais donne toujours une condition ol le pas de temps est limité par le carré du pas d'espace, a
un facteur multiplicatif prés.

4) Schémas a trois niveaux en temps

Afin d'enrichir le panel de schémas possibles, ol jusqu'ici seul le schéma de
Crank-Nicolson est du second ordre en temps mais est en limite de stabilité inconditionnelle,
nous présentons deux schémas A deux niveaux en temps, dont I'un a un pur intérét historique
et pédagogique et l'aunire est plus récent.

e Schéma de Richardson

. , , &
Ce schéma s'écrit sous forme d'un saute-mouton au-dessus dun- temps entre les
instants n—1 et n+1, 'opérateur en espace étant discrétisé a l'instant n :

1 ol 01y K /2,0, nY_
S (o =) o2 (uf -~ 20+ ) =0
On a la proposition suivante :

Proposition : Le schéma de Richardson (49) est du second ordre en espace et en temps. I1 est
instable quel que soit le pas de temps At.

Cette idée, proposée 2 la fin du XIX®me gidcle, ne peut &tre mise en oeuvre A cause
de l'instabiblité du schéma explicite centré.

¢ Schéma de Gear

Ce schéma utilise une différentiation rétrograde implicite du second ordre 2 trois
points :

J
(50) _(P(tm-l) _ % [3 n+1 n 1

> 2™ 29" +3 q;““l} + 0P
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et dans le contexte de I'équation de la chaleur, s'écrit :

1 /3 n+t a0 1 n1 _ k- n+l 4 D+l n+ly _
(51) "y 7Y 2uj 3 ) 2 (uj+1 2uj U ) =0.
Proposition

Le schéma de Gear (51) est implicite, du second otdre de précision en espace et en
temps, inconditionnellement stable.

La preuve de cette proposition est laissée en exercice au lecteur
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1) Discrétisation par différences finies

On se propose de résoudre de fagon approchée le probleéme suivant

fQ
00Q

(1) —Au
(2) u

ol Q est le rectangle [0,X] x [0,Y]. Pour cela, on introduit un pas d'espace en X noté h et un

pas en ordonnée k, définis par :

3) h=—
n+1
@ =
m+1

ol n (respectivement m) désigne le nombre de points intérieurs au domaine £ dans la
direction x (respectivement la direction y).

Y |

AN S U N I

L1 .

l
.
.
.
.
— .
.
.
[ ]
.
T

]
® & & & 8 8 80 00 20
2 0

L |

[]

* T
LI I
* 8
® -
® +
e T
L I o
* & 1
* g

i

T X

Avant toute définition de schéma numérique, il faut avoir conscience que la
variable y ne joue pas le r6le d'un temps (et il en est de méme pour x en échangeant les rfles

de x et y). Plus précisément, les équations d'évolution étudiées aux chapitres précédents,

advection et chaleur :

& By aM o
ay ax

6 B3 [
dy dx dx
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ont ét8 résolues par une méthode numérique mettant en avant le 10le particulier du temps
(noté y A dessein dans les équations (5) et (6)). Une condition initiale étant donnée, on calcule

de proche en proche u aux instants ultérieurs (on balaie pour y fixé 4 une nouvelle valeur
I'ensemble des valeurs de x, ce avec un schéma explicite ou avec un schéma implicite) et on

obtient finalement la valeur finale u (o,Y) & I' "instant” Y.

Une telle procédure n'est pas possible pour le probléme (1) (2). En effet, si on
applique le programme précédent avec un hypothétique schéma numérique, il est nécessaire
que la valeur finale obtenue u (e,Y) vérifie la condition limite sur le bord JO,X[ x {Y} du
domaine Q, c'est-a-dire soit nulle ! On ne peut en pratique imposer une telle contrainte sur un

schéma numérique.

Nous devons donc traiter ensemble tous les points de discrétisation (i,j) (1 i< n,
1 €j<m) ce qui constitue une difficulté pratique nouvelle sur laquelle nous reviendrons.

La 1aison profonde concernant le bon choix d'une méthode numérique pour le
probléme (1) (2) est due 2 I'analyse mathématique de I'équation de Poisson (2). Sans pouvoir
entrer dans les "détails mathématiques" (nous renvoyons par exemple au traité¢ de
Courant-Hilbert [1948], ou 2 la synthése plus récente de Dautray-Lions [1984]), nous
retiendrons ici que 1'équation de Poisson est de type elliptique (donc doit &tre résolue par une
méthode numérique "globale” qui prend en compte l'ensemble des points de discrétisation),
alors que 'équation d'advection (5) est de type hyperbolique (16le particulier donné au temps
et vitesse finie de propagation de l'information) et 1'équation (6) est de type parabolique (10le
particulier pour la variable temporelle, mais vitesse infinie de propagation des informations
par I'équation aux dérivées partielles).

i, j+1
° o ®
T i,j+-%
i-1,j ® ~=— ® — @i+l
i, i+2,j

Volume de contréle wj;
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Nous construisons le schéma numérique en cherchant une relation entre les
vatiables discretes u; ;.

(7) ui,j o u(ih, ]k)

de facon a approcher la relation (1) & un ordre prét, calculé par développement de Taylor.

Nous adoptons dans cet exposé (mais on peut procéder autrement) une approche de
type "volumes finis" : on intégre 'équation (1) dans le petit volume :

o5=](i-g)h (i+3 [ x 1(i-7)c (+2)Kl

en remarquant que 1'on a 1'identité suivante :
(8) — Au=—div (Vu)

qui, jointe & la formule de Green :
) J div ¢ dx dy =J. ¢endy
) do

donne la relation :

(10) I (-Au) dx dy = _[a -— d

oﬁlai désigne la dérivée dans la direction de la normale extéricure au bord de ;. Le bord de
0 :

0y est composé de quatre segments :

oo (o3 b
A e (o)
Al 1B o
G- (At} (o4

et la normale extérieure, en suivant l'ordre adopté 2 la relation (11), est donnée par :

(12) directions normales 2 amlj 9 i - 9 - 9

ox’ 9y o9x  dy
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La relation (10) est donc approchée en utilisant un point d'intégration par segment
composant le bord ay; :

ay» - Im_ Audxdy ~ k @i) @2] ]
i\ 1 1.
3

L il
h (Bu) _(Buj
dy) 1 \9Y). .1
L 1:.]_2 1,]+2

11 suffit d'utiliser des différences finies centrées pour le calcul approché des
gradients aux points intermédiaires :

du 1
(14 (g;] ; ~h (ui+l,j 1—1 ])+ 0 )
i+5j
15 w L - 0’
) [ay) K (ui,j+1 ui,j—1)+ &)
'Lj+5

pour obtenir une expression approchée du laplacien sur a grille (h, k).

(16) (Ahk )1] ] _[ (- Au) dx dy ,
ij

sachant que la surface de (oij vaut hxk, on a donc :

1
(17) - (Ahku)ij = _giui-l,j +
1 1.1 1
2% T z(h_f’"?)ui,j T2 L
1
B Fum,‘]

et la version discrétisée par différences finies du probléme (1) (2) s'écrit :

(18) —(Ahku)ij =f;  1<is<n, l<js<m

L)) uij=0 i=0 ount+l, j=0oun+l

Dans la relation (18), fij désigne bien sfir une moyenne de f dans le petit volume oy !

o1 ‘[ .
20) £ = o, fdxdy
ijl
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ou bien, ce qui revient & faire une formule de quadrature 3 un point pour le membre de droite
de la relation (20), la valeur ponctuelle au point (ih, jk) :

(21) fij = f (ih, jk).

2) Formation du systéme linéaire

Nous avons, lors de 1'étape de discrétisation vue au premier paragiaphe, remplacé le

probléme continu (1) (2) par le probléme discret (18) (19) mais nous devons garder 2 I'esprit
que les inconnues de ce probléme sont les valeurs ou points de grille uij (voir la relation (7))

et qu'on en compte nxm. L'équation (18) est un ensemble d'équations scalaires linéaires (il
y en a exactement nxm) qu'on peut donc écrire sous une forme matricielle du type :

(22) AU=F.

La difficulté présente est que le vecteur U n'est pas encore défini et qu'il n'y a pas de
facon natutelle de le définir. En effet, U est un vecteur (unicolonne) contenant nxm éléments

alors que la notation "géométrique" uij indique une matrice rectangulaire pazamétrée par les

éléments géomélriques du probléme. Nous devons donc numéroter le double indice (i,j) par

un monoindice £ Nous choisissons ici (mais de nombreux autres choix sont possibles, il y en
a (nm) !) la relation :

23 LAD=G"1m+]

qui revient & numeéroter les points du domaine de calcul colonne par colonne, en partant de la
colonne la plus A gauche.

Y
j=m 2m
=1 m+1
(n-1) m+1
0 1=]. 1:2 i:n X

Numérotation des sommets proposée i la relation (23)
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(24

Le vecteur Uy des inconnues est donc donné par 1a colonne suivante :

/u

12

Uim

u?l
u%n
Up
Uim

Unt

\

1\

et nous devons maintenant découvrir la matrice A, d'ordre nmxnm, cachée derridére les

relations (17). Il suffit par exemple de remplacer l'indice double ij par le monoindice ¢

proposé a la relation (23). On a donc les cotrespondances suivantes :

(25)
(26)
27)
(28)

29)

(i, )

(i, j+1)
-1
(i+1, )

(i-1,7)

ol -

ol

il —— -

!

L +1
£-1
{+m

{—m

et I'équation (18) relative au "point courant” (i,j) donc & l'indice courant £, prend la forme :

(30)

avec !

(31)

~ (Apxw), =1,

1
—-(Ahku)fas —-;5 Uf_m +

iugl+ 2 1+1 uy L uy
B - 2T 3 (W T 7 W
k2 (hZ 2) k2 +

k

- 3 UWm

h
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La matrice A est donc naturellement décomposée en nxn blocs de taille mxm. De
plus seuls les blocs diagonaux ainsi que les blocs directement supéricurs et directement

inférieurs aux blocs diagonaux sont non nuls : A est tridiagonale par blocs. Comme les

coefficients du second membre de la relation (31) ne dépendent pas de £, on a A mettie en

évidence un bloc diagonal, un bloc de la diagonale supérieure et un bloc de la diagonale
inférieure
dans la

De plus, compte tenu de 1'égalité des coefficients de u o et de u

£+ £-m
relation (31), les deux blocs extradiagonaux sont clairement égaux. La matrice A se
décompose donc sous la forme :

c 7 0~ 0
] C

(32) A=l 0 c 0
0 0 1 c

c'est-a-dire sous forme tridiagonale de nxn blocs, chacun des blocs C et T étant lui-méme une
matrice mxm. II résulte alors simplement de la relation (31) qu'on a :

1 0 .. 0
(33) ] = Lo
- ST A T |
0 0 1
et
2(1 1) 1 0 0
— e —— . —
h2 k2 k2
1 (1 1)
 ——— 2 — o —
k2 h2 k2
1
B4 C = 0 - — . 0
k2
1
k2
. 0 1 2(1 1)
—_— —— ——+—
k2 h2 k2
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La matrice A est creuse. Elle a a priori cing éléments non nuls par ligne (sauf pour
les points du bord ot il y en a moins), ce qui donne un maximum de 5 nm termes non nuls au
lieu de (nrn)2 pour une matrice de cet ordre Cette temarque doit absolument &tre prise en
compte lors de 1'utilisation pratique de A sur un ordinateur (la résolution numérique du
systeme (22)) sous peine de saturer trds vite la mémoire et les capacités de calcul des plus
gros ordinateurs du moment, avec une programmation ne prenant pas en compte les
spécificités du probléme posé. Nous avons aussi :

Proposition
La matrice A définie en (32) (33) (34) est symétrique, définie positive

La symétrie est claire ; nous admettons le caractére défini positif qui apparaitia a
nouveau plus clairement, lors de la méthode des éléments finis. Toutefois, la proposition
précédente fournit "naturellement” une méthode de résolution numérique, 1'algorithme du
gradient conjugué.

3) Résolution du systéme linéaire par la méthode du gradient conjugué.

Proposé sous forme d'exercice au chapitre 9.
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1) Motivation

La méthode des éléments finis est une technique numérique de discrétisation qui
est trés naturelle si le probiéme mathématique posé peut s'écrire sous la forme d'un probleme
de minimisation ou sous une forme variationnelle. La difficulté essentielle pour comprendre
les fondements de la méthode des éléments finis consiste A savoir écrire les équations aux
dérivées partielles de type elliptique (équation de Poisson, €élasticité, probleéme de Stokes)
sous forme fonctionnelle ol les opérateurs différentiels sont cachés derriéze les fonctions
tests. C'est cette difficulté que nous abordons et détaillons dans ce chapiire.

2) Probléme de Dirichlet homogéne pour I'équation de Poisson

) Nous reprenons le probleéme aux limites posé au chapitre 5. Etant donné un
domaine boiné Q dans R, I}Q2 ou [R3, on cherche u(x), solution du probléme de Poisson :

(1) —Au=f Q
avec condition limite homogene :
(2) u=90 a2

ot 9Q désigne le bord du domaine Q. On appelle dans la suite "formulation EDP" (pour
Equation aux Dérivées Partielles) le probleme (1) (2).

Avant de poursuivre et d'introduire la "formulation variationnelle” FV du probléme (1) (2),
nous avons besoin d'un outil de calcul, la formule de Green d'intégration par parties.

Propaosition

€ désigne un ouvert borné de [Rn, n{x) est la normale extéricure au domaine £,
x décrivant le bord dQ de €, u et v sont des fonctions £2 — R prolongeables continuement
sur l'adhérence Q (donc le bord 9£), dont la dérivée (le
gradient) est une fonction (de carré) intégrable. On a la relation a0
d'intégration par parties suivante :

3) J ua—vdx = - a—uvdx +j uvnjdy.
Q axj Q Jx; oQ
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. La preuve de cette proposition est donnée en annexe dans un cas particulier.

. S1€ = ]a,b[, la telation (3) prend la forme élémentaire suivante :
b b
dv . du b
fa u _dxdx__ . _dedx+ [uvl

qui est conséquence du fait que la normale extérieure en a (respectivement en b) est égale a —1
(respectivement +1).

On peut également dériver toute une série de formules plus ou moins savantes de
la relation (3) qui est, seule, fondamentale & retenir. Nous en donnons une, utile dans ce

chapitre.
du
4) j (Au)vdx=—_[ Vu. Vv dx +J — vdy
Q Q on
o0
ol :
= .2
du
(3) Au= 2 —
.0 du
(6) Vuest le vecteur de j composante —
x.
o ]
@) VuVv= Z 9 . 9v.
1 9% 0%
n
8) 9}} =Vu.n = Z du . ﬂj (sur 992 seulement).
on j=1 ax] ‘

¢ Formulation variationnelle

L'écriture variationnelle d'un probléme aux limites elliptiques prend toujours une

forme du type :
9 ueV
(10) a{u,v)y=L (W) VveV

Nous notons que la formulation variationnelle est composée a la fois de (9) et de
(10). Ecrire un probléme EDP sous forme variationnelle FV, c'est suivre le programme de
travail suivant :
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1) * Trouver 'espace V ol l'on cherche la solution.
(ii) * Trouver une forme bilinéaire a (u,v)
(11) VxVauyv) - a@uvielR

a(uy +pwv)=hia (upv) +1a(uyv)
(12)

a(u,Avi+uvy)=ha (wv)+Ha(uyy).
(iii) * Trouver une forme linéaire L(v) :
(13) Vav > Lv)eR
(14) LAv+uw) =A L) +uLw)

On notera aussi que c'est le méme espace V qui figure aux relations (9) et (10) ; V
est un espace vectoriel :

(15) uwveV = Au+uveyV YV (A, ).
Pour écrire le probléme (1) (2) sous forme variationnelle, on choisit d'introduire la
condition de Dirichlet homogene u dans l'espace V, c'est-2-dire de poser :

(16) V={u:Q>R u=0 surleborddQ},

la condition (9), jointe au choix (16), exprimant alors exactement la condition de Dirichlet (2).
On trouve alors la forme bilinéaire a(e, #) et la forme linéaire L(») & 1'aide de manipulations
algébriques fondées sur la formule de Green, et plus précisément dans le cas qui nous
intéresse ici, 1a formule (4). On multiplie 1'équation (1) par une fonction test v et on intdgre
sur le domaine d'étude . Nous avons :

(17) _[Q(—Au)vdx = jﬂfvdx VveV

Nous venons ainsi de trouver une formulation variationnelle pour le probléme EDP,

mais poser a(u,v) = — J‘Q (Au) v dx n'est pas mathématiquement satistaisant. On cherche (pour

des raisons théoriques qui assurent ensuite facilement que le probléme a une solution unique)
une forme bilinéaire elliptique, c'est-a-dire telle que il existe ¢ > 0 de sorte que :

(18)  a(vy) 2 auvu%, YveV.
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En pratique, le nombre a (v,v) doit étre clairement positif (cela doit sauter aux yeux :
on intdégre une fonction positive par exemple), ce qui n'est pas le cas si on reste & la relation
(17). Nous transformons l'intégrale du membre de gauche de (17) & 1'aide de la relation (4) :

ou

(19) j (-Au) v dx =j Vu.Vv dx -j — v dy
Q Q JaQ on

Le terme de bord dans le membre de droite de la relation (19) est toujours nul dés que
v appartient 3 I'espace V proposé 2 la relation (16) [souvenez-vous que c'est le méme espace
V aux relations (9) et (10)]. On peut donc réécrire la relation (17) sous la forme :

20) I Yu.Vv dx :J fv dx YveV
(9} Q
et cette fois, on a clairement :

1) j Vy[ dx 20
Q

ce qui ne montre pas que la relation (18) est satisfaite (on n'a méme pas défini de norme sur
l'espace V, et la relation (16) ne définit m&me pas V de fagon mathématiquement précise !)
mais indique qu'elle peut 1'étre.

. La formulation FV du probléme de Poisson (1) (2) est donc donnée par les deux
relations (9) et (10), le choix de l'espace de fonctions proposé 4 la relation (16), la forme
bilinéaire a :

(22) a(u,v) = Jg Vu.Vvdx
et 1a forme linéaire L. :

(23) L) = .[va dx.

Nous venons donc de démontrerla :

Proposition
Si u est solution du probléme EDP (1) (2), il est aussi solution du probléme sous
forme variationnelle FV (9) (10) (16) (22) (23).

Nous avons aussi la proposition réciproque, qui montre que la formulation
variationnelle et 'écriture sous forme d'équations aux dérivées partielles sont équivalentes.
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Proposition
Si u est solution de la formulation variationnelle FV [(9) (10} (16) (22) (23)], alors u
est solution de I'équation aux dérivées partielles (1) associde 4 la condition a la limite (2).

Preuve
Le choix (16) pour espace des fonctions tests V montre que la solution du probléme
variationnel FV est une fonction nulle sut le bord du domaine €2, donc que la condition limite

(2) de Dirichlet homogene est automatiquement satisfaite. La fonction u solution de FV

vérifie (20). On intégre par parties le terme bilinéaire J- Vu.Vv dx 4 l'aide de la relation (19),
Q

en tenant compte du fait que I'intégiale de bord est nulle puisque 1a fonction test v est nulle
sur Ie bord 9. 1 vient alors :

(24) JQ(—Au—f)vdxz() VveV.

Cette relation est vraie pour toute fonction v, donc le coefficient — Au — f est
nécessairement nul.

¢ Formulation énergie

Au lieu d'adopter une écriture variationnelle (9) (10), ont peut aussi chercherue V
comme fonction minimisant une énergie. On pose :

@)  IW=3 fﬂ V[ dx — JQ fv dx

pour v € V. La formulation énergie revient & chercher u appartenant 3 V (relation (9)) tel
que :

(26) Ju) < I(v) VveV

ce qu'on exprime aussi en disant que u est solution du probléme d'optimisation

27N inf J(v)
ve V

Nous avons Ia :

Proposition

Une fonction u est solution de la formulation variationnelle FV [(9) (10) (16) (22)
(23)] si et seulement si u est solution de la formulation énergiec ENE (9) (26).
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Preuve

» On développe T (u + 0v) ol O est un partametre 1éel destiné & tendre vers zéro et v
une fonction test appartenant & V ; on suppose que u est solution du probléme ENE On a :

(28) vV (+ 9v)|2 = |Vu]2 +26 Vu.Vv +67 [V’

et par intégration sur le domaine 2, il vient :

2
(29) T(u+6v)=Ju +%~ J.Q |VV|2 dx+9 {a (u,v) — L(v)} ‘

On écrit maintenant 1'hypothése sous la forme suivante :
(30) Ju) < J(@u+6v).
En tenant compte de la relation (29) il vient ;
1 2 2
(31) [a v -LW]8 + 5 o Vo[ dx | 8720
et cette relation est vraie quel que soit O appartenant 2 R. Le polyndme du second degré au
membre de gauche de la relation (31) est nul en zéro et reste toujours positif, donc sa dérivée

en zéro est nulle, ce qui exprime trés exactement la relation (10), L'implication ENE PV est
donc établie.

. Réciproquement, si u est solution de la formulation variationnelle, on a :

(32) J(v) = J(u) = {a (u, v—u) - L (V—u)} + %Jﬂ |V (v-—u)|2 dx

Le terme entre accolades est nul car u est solution du probléme FV (la fonction test
s'appelle v—u au lieu de v 2 la relation (10)) et le terme complémentaire est 'intégrale d'un

carré, donc est positif. La relation (26) est donc satisfaite, ce qui achéve la démonstration.

3) Probléme de Dirichlet non homogéne pour I'équation de Poisson

Si on remplace la condition limite homogéne (2) par une condition de Dirichlet
non homogéne.

(33) u=u, sur 092,
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la mise sous forme variationnelle n'est pas immédiate. On suppose d'abord que u, est la
restriction au bord € d'une fonction (encore notée u,) définie sur le domaine £ tout entier,
ainsi que sur le bord 9Q :

(34) U, Q@ >R donnée,

Bien entendu, seules les valeurs de u, sur le bord (que nous noterons parfois yu,)
sont utiles pour établir la condition limite (33), mais disposer de (34) permet d'écrite la
relation (33) sous la forme :

(35) u=u,+w wevV

avec V défini a la relation (16) : si u vaut u, au bord, la différence (u—u,) est une fonction
nulle au bord du domaine 2. L'écriture (35) permet de réintroduire 1'espace vectoriel V, alors
que I'écriture (35) montre que u appattient naturellement a l'espace affine passant par u, et
dirigé par I'espace vectotiel V.

Pour établir la formulation variationnelle, on change de fonction inconnue,
remplacant u par w introduite 2 la relation (35). On a donc :

(36) -Aw=1+Auy, £
(37) weV,

Nous avons donc un probléme de Dirichlet homogéne pour la fonction inconnue
w, et sommes de ce fait dans les conditons du paragraphe précédent. Une formulation
variationnelle s'écrit donc sous la forme (9) (10), avec a (e, ) toujours donné par 1a relation
(23) mais L{v) prenant maintenant la forme :

(38) Ly(v) = J. fv dx +J' Aug v dx.
Q Q _
Une intégration par parties du type (19) et la prise en compte du fait que la
fonction test v est nulle sur le bord permet une autre écriture de la forme linéaire L(e) :

(39) Ly(v) = JQ fv dx -+ IQ Vu, Vv dx, ve V.

Nous avons donc établi 1a ;
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Proposition
Le probléme de Dirichlet non homogeéne (1) (33) s'écrit sous forme variationnelle
(37) jointe a la relation :

(40) aw,v)=Lyv) VveV
ol a(e, +) est donné par (33) et L(+) par (39). La solution u s'obtient 4 partir de la solution

variationnelle w 4 I'aide du changement de fonction inconnue (35).

Bien entendu, cette formulation est équivalente 4 1a formulation EDP initiale Nous
laissons la preuve détaillée en exercice au lecteur.

. Il peut étre utile aussi d'utiliser une formulation "énergie”. Pour cela, on introduit
explicitement 1'espace affine V,

(41) Vo={v:Q >R, v=yu, suQ}

et on utilise toujours la fonctionnelle (25). Nous posons la recherche d'un minimum d'énergie
sous la forme :

(42) ue V,

(43) v <J@ @ V,eV,

Noter que l'espace de (ravail est maintenant l'espace affine V, qui prend
explicitement en compte la condition limite non homogene, et non plus l'espace vectoriel V.
Nous avons la :

Proposition
La formulation énergétique ENE (42) (43) du probléme de Dirichlet non
homogene est équivalente & la formulation variationnelle (37) (40).

Preuve
. Nous établissons d'abord que u = ug, + w est minimum d'énergie sur V,,, d&s que w
est solution de (37) (40). Nous écrivons z € V,, sous la forme générale :

44 Z=U,+V, ve V
et nous avons alors ;

45 Z=u+ (v—w)

Nous prenons 8 = 1 dans la relation (29) et remplagons v par (v—w). Nous
¢btenons :
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(46) I(z)=T() +% J'Q |V (V—w)[2 dx + [a (u, v=w) — L (V-w)] .

Nous remarquons que 1'écriture (40} est équivalente a :
47 a (u,v) =L(v) VveV
avec L(*) toujours donné a la relation (23) ; donc en changeant v en w dans la fonction test

pour la relation (47), le terme entie crochets au membre de droite de 1'égalité (46) est nul, ce
qui prouve facilement que :

(48) I(z) = J(u) v,V

et on établit 1'écriture énergétique.

. Réciproquement, si u est minimum d'énergie sur V,,, nous écrivons z € V, sous la
forme :
(49 Zz=u++06v ve V.

Le développement (29) est inchangé ainsi que la fin du raisonnement relatif 2 la
relation (31). La fonction u est donc solution de :

(50) ne vV, = u,+V
GD a{u,v)=L(¥w) VveV

qui, au changement de variable (35) prés, est une réécriture de la formulation variationnelle
(37) (400,

4) Probléeme mixte pour I'équation de Poisson

Nous progressons peu a peu vers la généralité. Nous supposons la frontiere 9€2
décomposée en deux parties disjointes I et I3 :

(52) Q=N Ul
et imposons une condition de Dirichlet sur I

(53) u=1u, I
et une condition sur la dérivée normale, de Neumann, sur I :

(54) -8 Iz
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Probleme mixte de Dirichlet Neumann

tout en supposant que u vérifie une équation de Poisson (1) dans le domaine 2. Comme au
paragraphe précédent, nous faisons 'hypothese (34) que u, est définie sur Q tout entier, mais
nous introduisons un nouvel espace de fonctions tests :

(35) W={v:Q->R, v=0suly}
de facon 2 écrire la condition de Dirichlet non homogéne (52) sous la forme équivalente :
(56) U=u,+w we W
Pour établir la formulation variationnelle, nous multiplions (1) par v e W (attention :

v € V dans les paragraphes précédents, v n'est maintenant nulle que sur Ij et non plus sur le
bord tout entier) et intégrons sur €. Compte tenu de la relation (19), il vient :

(57) j Vu.Vv dx :j fvdx + J du vdy.
Q Q Q dn

Nous détaillons le terme de bord de la relation précédente :

Ju Jau j&u
Tyay =| Evay+] By
aﬂanvy ver BVY

compte tenu de 1a condition de Neumann (53). Nous avons donc :

Ju
58 J. — vd zj d
(58) ananvy I‘zgvy

et u est solution du probigme suivant :
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(59) J Vu.Vvdx =_[ fv dx +j gv dy VveW
Q Q I
ou, ce qui est équivalent, w est solution de :

(60) J Vw.Vv dx ='[ fv dx-—J‘ Vu, Vv dx +J gv dy Vve W
Q Q Q I»

Nous avons donc :

(i) changé d'espace de fonctions tests pour que celles-ci soient nulles dans la portion de la
frontiere ol u est donné par une condition de Dirichlet,

(ii) choisi u sous la forme (56), ce qui revient & introduire la condition de Dirichlet dans
I'espace (affine)} de recherche de la solution,

(iii) changé le second membre dans la formulation variationnelle (relation (57)) ; on constate
qu'il prend maintenant en compte a la fois le "chargement” f dans le domaine Q et la

condition de Neumann g sur la portion ad hoc de la frontiere.

Proposition
Si u est solution de la formulation variationnelle (55) (56) (59), alors u est solution
de I'équation aux dérivées partielles (1) (53) (54).

Preuve

Nous calculons le membre de ganche de 1a relation (59) par intégration par parties
(relation (19)), en prenant en compte le fait que v est nulle sur I dans le développement du
terme de bord. 1l vient :

du
61 J —Au—1)vdx +J. —= dy=0, v W,
(61) Q( u—f)v r‘z(an g)v y ve

Nous prenons d'abord une fonction v nulle sur I'ensemble du bord (v € V), ce qui
annule automatiquement Ie terme de bord sur I'; 4 1a relation (61). Nous en déduisons (24), ce
qui établit (1) car v est arbitraire dans le domaine , mé&me si elle est nulle sur tout le bord !
Regardons & nouveau la relation (61), compte tenu de ce que nous venons d'établir. Il ne reste
que le terme de botd cette fois puisque (1) est vraie. Mais v € W n'est pas nulle sur [5 ou elle
peut prendre des valeurs arbitraires (sauf peut &tre 4 l'interface entre I et I5), donc le
coefficient multiplicateur de v est nécessairement partout nul sur I', ce qui établit la condition
de Neumann (54). Comme la condition de Dirichlet est directement exprimée par la relation
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(56), nous venons de vérifier que u satisfait a la fois I'équation aux dérivées partielles (1) et

les deux conditions aux limites (53} et (54)
[ |

. La formulation énergie du probléme de Dirichlet Neumann est, compte tenu de ce
qui précede, simple 2 deviner. On pose W, = u, + W, c'est-2-dire :
(62) Wo={v:Q >R, v=u, suly}

et I'énergie J(v) prend la forme :

(63) J(v) = %fﬂ Vo[ dx — jg tvax-| gy
2

Une fonction u solution du probleéme énergétique ENE est par définition solution de :

(64) ue W,

(63) Juy <J(v) Vve W,

Nous laissons an lecteur le soin de vérifier que les probléemes ENE ((64) (65)) et
FV ((55) (56) (57)) sont équivalents.

5) Probléme de Neumann pour |'équation de Poisson

Nous particularisons le cas précédent en étudiant de fagon détaillée ce qui se passe
lorsque I est vide, c'est-2-dire u solution du probleéme de Neumann pour (1), c'est-2-dire
satisfaisant 2 la condition limite.

(66) N_.
on

On constate d'abord que le probléme de Neumann (1) (66) ne saurait avoir de
solution unique. En effet, si u est remplacé par u+ ¢, ol ¢ est une fonction constante, u + ¢
est solution du probléme Neumann si u I'est, puisque —Ac = ( dans Q et Vegn = O sur Q. 1l
convient donc de chercher une (éventuelle) solution de (1) (66) "2 une constante prés",
c'est-a-dire de se placer dans la classe (d'équivalence) de fonctions suivante :

(67) X={v:Q->R}/R
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ol deux fonctions sont dites égales si elles différent d'une constante. De plus, nous supposons
que £ est connexe (d'un seul tenant), quitte 2 dupliquer le raisonnement autant de fois que

nécessaire si € est fait de plusieurs morceaux.

Intégrons maintenant 1'équation (1) dans le domaine €, ce qui revient i la
multiplier par la constante "1" puis 2 intégrer. Compte tenu du fait que le gradient d'une
constante est nulle, il ne reste que le terme de bord qui, compte tenu de 1a relation (66), vaut
I'intégrale de g dans le domaine . Nous venons d'établir la relation de compatibilité entre

les données.

(68) _[ fdx + _[ gdx =0
9] o2

Si les données (f, g) ne satisfont pas la relation (68), il n'y a pas de solution pour le probléme
de Neumann (66) ! Nous supposons donc dans la suite cette condition satisfaite.

Quand on multiplie (1) par une fonction test v et qu'on intégre, on peut remplacer v
par v + c¢ste puisque le terme dfi 4 la constante va donner zéro A cause de la 1elation de
compatibilité. Nous pouvons donc considérer que v est défini & une constante additive prds,
c'est-a-dire supposer v e X Nous cherchons donc u "2 une constante piés".

(69) ue X
De plus, multipliant la relation (1) par v € X et intégrant par parties, il vient :

(70) IVu.Vvdx:j fv dx +j gvdy, VveX
Q Q &K

La formulation variationnelle du probléme de Neumann est donnée par les
relations (69) (70). La difficulté est que l'espace X introduit en (67) est un espace de
"fonctions 4 une constante additive prés”, qui a un sens mathématique précis, mais d'emploi
moins simple que les espaces V ou W introduits dans les relations précédentes. On notera en
particulier que si g = 0 (probléme de Neumann homogene), la seule différence entre les
formulations variationnelles du probleéme de Dirichlet homogene ((9) (20)) et du probléme de
Neumann homogene ((69) (70)) est le choix de 1'espace de travail | C'est l'espace V des
fonctions nulles au bord pour le probleme de Dirichlet, c'est I'espace X des fonctions " une
constante pres” pour le probléme de Neumann. Dans le cas du probl2me de Dirichlet, 1'espace
V contient en son sein l'expression de la condition & la limite, alors que pour le probléme de
Neumann, cette dernidre est exprimée grice au second membre de la formulation
variationnelle.
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. La formulation en énergie du probléme de Neumann est simple. On pose :

7y W=y '[Q Vv dx —JQ fv dx —LQ gv dy

Cette fonctionnelle est définie pour toute fonction v et en particulier pour toute
classe de fonctions de X dés que la relation de compatibilité (68) est satisfaite. Le probiéme

d'optimisation ;
(72) inf W)
ve X

a une unique solution u € X, caractérisée par la nullité de la dérivée de J en u le long de toute
direction v :

(73) dJw) .v=0 VveX

et comme :

(74) dJw) . v =I Vu.Vvdx —j fv dx —J‘ gv dy
Q Q 2Q

u est caractérisée par le fait d'€tre solution de la formulation variationnelle.
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1) Introduction
Au chapitre précédent, nous avons vu que 1'équation de Poisson :
(1) —Au=f Q

associée 4 divers jeux de conditions aux limites peut &tre formulée sous forme variationnelle
sous la forme :

(2) ue vV

3) a(u,v) = L(v) VveV

ol le choix de l'espace de fonctions V, Ia forme bilinéaire (coercice) a(s, o), ie telle que :

@) Ja>0, avv)zaMe, VveV

et la forme linéaire L(e) doivent &tre choisis avec soin pour prendre en compte 1'équation de
Poisson (1) [a(-, ») est du type J.QV-V dx] , les conditions de Dirichlet [1'espace V est formé

de fonctions qui s'annulent 14 ot1 u est explicitement donné sur le bord], le changement f et les
conditions de Neumann [via la forme linéaire L({s)].

La méthode des éléments finis consisie & se placer dans des sous-espaces de
dimension finie, poser un probléme approché i la place du probléme continu (2) (3) pour se
ramener in fine 2 la résolution numérique d'un systeme linéaire.

2) Probléme de Dirichlet a une dimension d'espace

* Dans ce paragraphe, on se place dans le cas tres simple d'une dimension d'espace.
Plus précisément, nous prenons :

(3) Q=10,11 ;

alors I'équation de Poisson prend dans ce cas la forme suivante :
(6) - =1 x € 0,11

et nous choisissons des conditions de Dirichlet homogénes

(7) u(0) =u(l) =0.
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L'espace V adapté aux conditions (7) est le suivant :
(8) v={v:[0l]1 >R, v(0)=v(1)=0}

avec une forme bilinéaire a(s, #) définie sur l'espace V :

) a(u,v) = d_ — dx uve 'V
ainsi qu'une forme linéaire L(-) définie sur V :

i
(10) L(V)=f fv dx ve V.
(4]

. Nous construisons maintenant un sous-espace Vy, de l'espace V donné en (8) de la
fagon suivante : nous fixons un entier N 2 1, posons :

1

11 h=—-
(1D N+1

et introduisons un ensemble de points sur une grille de pas h :

(12) x; = jh i=0,. ., N+L

xo o= 0 xl x2 x]—] x] xj+1 e XN xN+1 = ]_

Grille réguliére pour 'équation de Poisson 2 une dimension d'espace

Nous définissons l'espace V}, comme le sous-espace de V formé de fonctions
continues sur [0,1] et affines dans chaque intervalle ]x;, xj+1[ :

V= {v 1 [0,11 = R, v continue sur [0,1],

(13)

vi=0, ..N affine, v(0) =v(1)=0}.

v
Ixj, xj+1L

Une fonction v de Vj, est affine dans chaque intervalle donc dépend uniquement
des deux valeurs limites aux bornes de celui-ci, c'est-2-dire de Vixj+0) et V(xj;1—0). Mais v
étant globalement continue sur [0,1], les valeurs v(x—0) et v(xj+0) de part et d'autre du
sommet xj sont égales & leur valeur commune V(xj).. Une fonction de v de Vy dépend donc

uniquement des valeurs v{xg), v{x1), ..., v(xj), - VXD, V(xNy1) aux sommets des intervalles.
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Ces valeurs nécessaires pour calculer les autres valeurs Vix) pour x € 10,1[ de la fonction V
sont appelés degrés de liberté de I'espace Vy, et notés 6; (V)

(14) 6 (W =v(x) j=0,..,N+1.

De plus, v € Vy, est nulle en x=0 et x=1, c'est-a-dire aux sommets x,; et xp1. Une
fonction v dans Vj, dépend uniquement de N valeurs 61(V), ..., SN(V).

O 1(V)

Gi(v)

Xj Xj+1
Interpolation affine a l'aide des degrés de liberté de la fonction v € V,

Nous venons de démontrer que toute fonction v de Vy, est entierement connue deés
que les N degrés de liberté v(xy), ..., v(xp) sont connus, ce qui montre que l'espace Vi, est (au
plus) de dimension N. Pour montrer que Vj, est exactement de dimension N, nous explicitons

maintenant une base de cet espace. Pour cela, nous utilisons les degiés de liberté introduits 2
la relation (14) : on fixe j (entre 1 et N) et on cherche une fonction P satisfaisant aux deux
relations suivantes :

(15) (p] e Vh

0 sii#j
(16) ci(tp;)={ 7
1 sii=j.

1

0

Xj-1 X X1

Fonction de base ¢; de I'espace Vy,
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La construction explicite de ¢; est ¢lémentaire : il suffit d'interpoler par une
fonction affine entre les valeurs 0 (x;), et 'on obtient de celle maniere :

(17) Q) =0 si x<xq ou x2xy

18) () =p (x—x) s x1SxS%
1 .

(19) (P] (x) =E (xj+1—x) St x] SxSx]_,_l

Les fonctions ¢; ainsi obtenues (j = 1, ., N) appattiennent & V}, et forment une
base de cet espace. En effet, si une combinaison linéaire :

N
200 v=2 o)
j=1

est identiquement nulle, il en est de méme de 61(v), et comme o;(v) = v; compte tenu de la

relation (16), le coefficient v; est nul pour tout i. Réciproquement, si v € Vp est une fonction
N

arbitraire, alors la fonctionw=v — 2 v(x;) @; appartient 3 Vy, vérifie :
=1

(21) Gj(w) = 0j(V) — v(x) = 0 ¥i=1,.,N

donc est identiquement nulle. Toute fonction V de Vy, s'écrit donc de fagon unique sous la

forme :
N

(22) V) = D, Ve i)
=1

. Ayant construit un sous espace Vi, de V qui se manipule avec les N nombres v(x;)
(j =1, .., N), nous posons maintenant un nouveau probléme variationnel dans l'espace Vy,
en remplagant simplement V par V}, dans les relations (2) et (3). Nous cherchons donc uy, tel

que :

23) up € Vi

(24) a(u,v)=L(v) VveVy.
Proposition

Le probléme variationnel discret (23) (24) admet une unique solution up, a(s, =) et
L(») étant donnés par les relations (9) et (10).
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Preuve
Nous cherchons uy sous la forme d'une combinaison des fonctions de base @; :

(25 w= 2w o

Si la telation (24) est vraie pour toute fonction v de Vy, elle est en particulier vraie
pour V = @;, ce qui conduit aux N équations suivantes :

N

(26) 2 2@ @pwj=Ligp ;i=1,.,N,
i=1

Le systéme (26) est formé de N équations et posséde N inconnues w;. 11 suffit de
montrer que la matrice symétrique a;; = a (9;, ;)

(27) ajj = a (@, )
est définie positive pour éire certain que si L{@;) = 0 pour tout i, alors w; = 0 pour tout j, ce
qui montre qu'alors (26) posséde une solution unique. Si {§j} désigne un ensemble de N

coefficients, on a :
1 do: do:
0 Yy ug=] [ & &) (2 3 —(F’JJ dx
i,j 0 i dx i dx
et la forme guadratique (28) est positive. De plus, si Z a;j & §; estnul, alors

ey Y5 o
i dx

la fonctionz §; @; est donc constante et cette constante est nulle car toutes les fonctions @;
i

sont nulles en x=0 et x=1. Donc les & sont tous nuls car les @; forment une base de Vy,. Ceci
termine la preuve de I'unicité de uy, solution du probléme variationnel discret (23) (24).

11 suffit de vérifier que up, défini par les relations (25) (26) est effectivement
solution du probléme (23) (24). D'une part, uy, appartient & V}, puisque c'est une combinaison

linéaire de fonctions de base. D'autre part, si la relation (26) est viaie pour tout i, il en est de
méme aprés multiplication par un scalaire arbitraire &; et sommation sur i. Nous obtenons de

cette facon :
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N N N
30) a LZ Wi ¢, %&m} L {21 éicpij
i=1 i= i=

compte tenu de bilinéarité de a(s, ») et de la linéarité de L(e). Si &; décrit R tout entier pour
toute valeur de i, 2 E; ¢; est une fonction vy, arbitraire dans Vp, et (30) se ré€crit sous la

forme:

(31) a (l.lh, Vh) = L(Vh) VVh € Vh

qui constitue une réplique exacte de la relation (24), au nom de la variable muette prés !

La démonstration est donc achevée. [

. La 1ésolution pratique du probléme variationnel (23) (24), qui est une
approximation dans V), du probléme continu (2) (3), demande donc la résolution du systeme

linéaire (26). Nous explicitons d'abord les éléments de matrice (27) puis indiquons une
méthode approchée pour calculer le second membre L(py)

Compte tenu de (27), (9), (17), (18) et (19), I'élément de matrice aj; est nul dés que
|i——j| est supérieur (ou égal) & deux :

En effet, le support de @; c'est-2-dire I'ensemble des points ol @; n'est pas nulle est

. d .
I'intervalle [xi_l, xi+1], donc £9 est nulle hors de cet intervalle :

i
dx

(33) x ¢ [xpxa] = 6 =0

si li-j| > 2, prenons i < j pour {ixer les idées.

Pour calculer a;;, on décompose l'intervalle [0,1] en cing parties :

5
(34) 01 = u I
k=1
avec
@) I = [0,x4]
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(36) L =[x %]

37) I =[x %]
(38) It =[x x4]
(39) Is = [x41.1]

et il suffit de véritier que sur chacun de ces intervalles, l'intégrale :

dos doy
k dx dx

(40) 3y (I = L

est nulle pour établir (32). Or, compte tenu de la relation (33), ¢; et @; sont nulles sur Iy, I3 et
Is, ¢; est nulle sur Iy et ¢; est nulle sur Ip car i+1 < j—1. Donc les cing intégrales introduites en

(40) sont nulles et a;; est nul dés que |i—j| =2

I reste & évaluer aj, j,1 et aj; pour j queiconque. Compte tenu de (33), le produit
do; doj
%9 TPint est nul sur [0,1] sauf sur l'intezvalle[xj, X +1] on il vaut — %x % . Comme cet
dx dx

intervalle est de longueur h, ceci montre que :
1
N

do;
De méme le produit [—JJZ est non nul sur [xj_l, xj+1] ou il vaut

dx

1
ﬁ,Cet

intervalle étant de mesure 2h, on en déduit :
(42) &= % :

Nous venons de prouver la :
Proposition

L'espace Vy, étant défini en (13) sur le maillage régulier (11) (12), le probléme

variationnel (23) (24) conduit 2 la résolution numérique du systéme linéaire (26) dont la

matrice ajj est tridiagonale, donnée aux relations (32) (41) (42), c'est-a-dire :
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-1 2 -1 0
1{o0 -1 2 -1
‘ -1
0 0o -1 2
. On remarque que sut l'intervalle [0,1] avec un maillage régulier, on retrouve une

matrice déja rencontrée au chapitre 4 dans I'étude de I'approximation par différences finies de
I'équation de la chaleur. En effet, sur un tel maillage, on a :

2
du 1

(44) —(—zJocj) = = (- ya+ 20— u5)
dx h

ce qui correspond, & un facteur h prés, a la jé]ne ligne de la matrice [aij] écrite en (43).

. L'évaluation du second membre demande le calcul des N intégrales :
1 . .
@s5) b= f ) ¢jx) dx; j=1,.,N
. o .

qui est sans difficulté si f est simple mais doit &tre lui-m&me mené de fagon approchée si f(e)
n'a pas de forme algébrique €lémentaire, ce qui est en général le cas. Pour cela, on introduit un
espace d'interpelation Wy, qui est "un tout petit peu plus grand" que Vy, puisqu'on ne suppose
plus que les fonctions de cet espace sont nulles en x =0 et en x = 1 (la fonction f(s) n'a
aucune raison d'étrenulleen x =0 et x=1):

(46) Wy= {(v:[0,1]] >R, vcontinue sur [0,1],

affine, V;=0, .,N }.
vllxj,Xjﬂ[ ine i }

Il est facile de voir que Wy, est un espace de dimension finic N+2, contenant V,
mais non inclus dans V. Une base de Wy, est donnée par {¢q, 91, ..., (pN+1}, avec
@; (1 =j < N) déja rouvées plus haut et @, et @y, satisfaisant a :

@47 o (9)=0 sij=0, 6j@)=1 sij=0

(48) o (n+1) =0 sij=Ntl,  o;(Qns) =1 sij=N+1
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) PON+1

0 xq XN 1

Fonctions de base @, et ¢y, q pour I'espace Wy,

L'espace Wy, nous permet d'interpoler f par une fonction affine dans chaque

intervale [xj, xj+1], valant f (x;) pour tous les sommets x,, X1, .., XN1. Nous posons donc :
N+1

@) (L) = f&) ¢&@
=0

qui n'est pas égale 4 f, mais définit une fonction de Wy qui est facile & manipuler
pratiquement.

Fonction f et interpolé I1,f dans Wy,
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L'inté1ét de la représentation (49) est de remplacer l'intégrale (45) pat une valeur
approchée facile  calculer numériquement en fonction des données. On pose :

1
(50) cj=J (Mpf) @) @ (x) dx 5 j=1,.,N
8]

Au licu de résoudie le systéme linéaire :
(51) AW=B8
avec A donnée 4 la relation (43), W vecteur des inconnues wj introduites 4 la relation (25), B

second membre du terme générique calculé en (45) (qui n'est qu'une réécriture matricielle de
(26)), on 1ésout le systéme linéaire :

(52) AW=C

ol le second membre B est remplacé par C, de terme générique (50). Le calcul de (50) peut
étre poursuivi plus avant ; nous introduisons le vecteur F (3 N+2 composantes ; il faut faire

attention a I'introduction de mattices rectangulaires a ce nivean) d'élément générique :
(53) Fp=f(xy) ; k=0,.,N+1

ainsi que la matrice de masse M d'élément générique
i

(54) Mjkzj ¢ (x) @ (x) dx ; k=0,.,N+1; j=1, ,N
0

ce qui permet d'exprimer C sous la forme :

(55) C = MF

obtenue en injectant la représentation (49) dans la formule (50). I.'avantage de cette écriture
est quil n'y a plus de calcul numérique laissé en suspens : le vecteur F est connu par les
valeurs aux sommets du second membre et 1a matrice M se calcule de fagon explicite. Nous

avons
k
(56) Mgo = MN+1,N+1 =3
57 M = E 1=0,1 ‘N
(37 i+l =§ 1=, 1, . ,IN

(58)  M=2

le calcul, facile & partir des relations (17) 4 (19), étant laissé au lecteur.
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. Etant donné une fonction £ : [0,1] — R, la tésolution approchée du probleéme (6)
(7) par la méthade des éléments finis consiste donc 4

* choisir un maillage tel que celui proposé en (12) (mais ce n'est pas obligatoire qu'il soit
uniforme),

* calculer les matrices de rigidité A (relation (43)) et de masse M (1elations (56) 4 (58)),

* 1ésoudre le systdme linéaire :
(59) AW=CF

dont les inconnues W représentent une app1oximation au j*me sommet de la solution u.

Le résultat est donc une fonction uy, caractérisée en tout point par la 1elation (25),
done par les degrés de liberié w; calculés par résolution de (25).

. Nous terminons ce paragraphe par quelques éléments de vocabulaire, général a la
méthode des éléments finis. L'ensemble des sommets {x;} définit le maillage du domaine
d'étude € ; chaque intervalle du type [xj, xj+1] est un élément fini géométrique ; leur
réunion permet de tecouvrir Q et leur intersection deux A deux est soit vide, soit formée d'un
sommet de maillage, soit un élément lui-méme. Les degrés de liberté G; définis en (14) sont
des fonctionnelles qui permettent, pour toute fonction v de I'espace d'interpolation Vi, de
calculer les nombres oj (v) qui la caractérisent complétement. Sur I'ensemble que nous avons
étudi€ ici, les degrés de liberté sont formés par la valeur de la fonction au j*™e sommet, qui
sont dans ce cas appelés noeuds du maillage.

De fagon plus générale, les noeuds sont les supports géométriques des degrés de
liberté. Par exemple, dans certaines applications, on a besoin de définir comme degré de
liberté la valeur moyenne d'une fonction dans un élément ; on pose alors :

1 %+
(60) G_j+ %_ V) = T ijl v {x) dx

et I'élément [xj, xj+1] est lui-méme un "noeud" du maillage au sens adopté par les praticiens

des éléments finis.
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3) Probléme de Dirichlet a deux dimensions d'espace

. Nous supposons maintenant que £ est un ouvert borné du plan a frontiere
polygonale, nous cherchons 2 approcher par la méthode des éléments finis 1'équation de
Poisson (1) avec conditions limite de Dirichlet

(61) u=0 sur 0Q).

Pour cela, nous avons vu au chapitre précédent qu'une formulation variationnelle
possible est de la forme (2) (3), avec :

(62) V= {v:Q >R, v=0surlebord 3Q}

(63) a(uw,v) = J.QVu-Vv dx

(64) L(v)= jﬂfv dx .

. La construction d'un sous-espace Vj, de V est plus compliquée 2 deux dimensions
d'espace A cause de la géométrie du domaine . Nous commencgons par réaliser un maillage
de £ & l'aide de triangles K, c'est-2-dire découpons £2 en "éléments finis" K qui le recouvrent

complétement :

(65) Q= U_ K.
Ke(C

Nous imposons de plus A l'intersection 4 deux triangles K et L de satisfaire la
condition suivante :

(&
un sommet de K et

une aréte de K et L.

K =L

qui interdit les deux configurations relatives proposées & la figure de la page suivante, oll
KL estune aréte de L mais pas de K ou un sommet de L mais pas de K.

Le maillage Tainsi obtenu permet de définir un ensemble fini d'entités
géométriques telles que les éléments du maillage, les arétes du maillage (communes 4 deux
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Maillage de 1'ouvert polygonal  par des triangles

Configurations interdites pour deux triangles du maillage T

éléments en touchant le bord 2£2) et les sommets du maillage (communs 4 un nombre
indéterminé d'éléments, touchant éventuellement le bord).

Nous définissons l'espace Vj, associé a la triangulation T en choisissant des
fonctions de V (donc nulles au bord), continues globalement sur Q et affines dans chaque
triangle :

Vp = {v:Q - ,vcontinuesurQ,
(67)
Vg estaffine VK e T, Vo = 0} ‘

Le point clef est de remarquer qu'une fonction de Vy, est entid¢rement déterminée
par ses valeurs sur les sommets du maillage intérieurs au domaine Q. On appelle 7,
I'ensemble de ces sommets :
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(68) Ty = {Ae C, Asommet, AeQ, Aeg BQ}

et pour A € T, on introduit le degré de liberté G, associé & ce sommet :

(69) GA(V) = v(A) Ae T, veVy

On note également Ny, le cardinal de 'ensemble ‘To, c'est A dire le nombre de

sommets du maillage qui ne sont pas sur le botd. Onala

Proposition
Soit ((xl, oy O, OLNh) une collection de Ny, réels fixés. Il existe une unique

fonction w nulle sur dQ telle que :
(70) Ca (W) =0 VAe T,

(701 ®|g est une fonction affine K >R continue.
De plus, w est globalement continue sur &, ce qui montre que w appartient & Vy,.

Pour des raisons de commodités, nous appelons 7 I'ensemble de tous les sommets
du maillage.

Preuve de la proposition

Si A désigne un sommet quelconque du maillage, ou bien A appartient & T, et la
valeur w(A) vaut o, compte tenu de la relation (70), ou bien A est sur le bord du domaine Q
et la valeur w(A) est nulle. Donc les valeurs de w aux sommets du maillage sont toutes bien
définies. De m&me qu'il faut trois points pour définir un plan dans l'espace, il existe, pour
chaque triangle K de la triangulation 7, une unique fonction affine @ continue sur K et de

valeurs données aux trois sommets du triangle La seule chose & montrer est que si on définit
w en recollant les fonctions Qg précédentes, c'est 4 dire en posant :

72) wx)=pg(x) =xeK, KeT

on définit bien une unique fonction continue O R de cette fagon. Le seul peint non banal

est d'établir 1a continuité sur les arétes a du maillage a l'interface entre deux éléments K et L
du maillage, car en un point x € a, w(x) peut avoir a priori denx valeurs limites selon que I'on
tend vers x depuis K ou depuis L. Mais pour x € a, la valeur @i (x) est l'interpolé affine entre

les deux valeurs o©a(@g) et og(pg) (o0t I'on a posé a=[A, B], lesquelles sont
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indépendantes de K € T compte tenu de (70). La valeur @g(x), pout x € a, est définie de
facon unique par interpolation linéaire & l'aide des valeurs ¢ (W) et og(W), donc ne

dépend pas du choix de K ou L, ce qui établit 1a propriété.
[

Réciproquement, étant donné une fonction w de Vy, la collection { v(A), Ae ‘TO}

de ses valeurs aux sommets intérieurs du maillage est bien définie car w est continue sur £2.
Nous avons donc la

Proposition
L'espace Vy, défini 2 la relation (67) est de dimension Ny, ; il existe une famille
unique de fonctions {V(A), Ae '1'0} formant une base de Vy, et telle que :

(73) og (=0 si BzA
(74) op @A) =1;

toute fonction w € Vy, admet une décomposition unique sous la forme :

(75) wix) = Y, wA) gux) , xe Q.
Ae 'TO

Pa (xs Y)

Graphe d'une fonction de base ¢, relative a un sommet A

du maillage commun 2 six triangles
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Preuve
On a vu a la proposition précédente que pour toute collection {(x A A€ TO} de

réels, il existe une unique fonction @ € Vy, de sorte que 64 (@) = 0ip pour tout sommet A de
T, En prenant le cas particulier proposé aux relations (73) (74), c'est 4 dire og = 0 sauf si
B = A (A désignant un sommet fixé), on constiuit une unique fonction ¢, appartenant a Vy et
satisfaisant aux deux relations (73) et (74). La fonction @4 a pour valeur zéro sur tous les
sommets, sauf pour le sommet A ol elle vaut 1 ; son graphe 2 l'allute proposée 2 la page
précédente.

Montrons que la famille {(pA, Ae ‘TO} forme effectivement une base de Vy,
c'est a dire que la relation (75) a nécessairement lieu pour toute fonction w € Vj. La

difféience

(76) 2 =wx) - X, wA) epx), xeQ
Ae ‘TO

est une fonction appartenant & Vi, nulle en tout sommet B du maillage qui n'est pas sur le
bord :

(77 z(B)=w(B) - 2 w(A) 9A(B)= w(B)-w(B)=0
Ae T,

et nulle également sur le bord de L ; la fonction z () est nulle sur tout sommet du maillage,
donc en tout point de Q par interpolation affine, donc elle est nulle. Ce raisonnement vaut
pour toute fonction w € Vy donc la famille de fonctions {(pA, Ae ‘TO} engendie bien
l'espace V. Cette famille est de plus libre : si une collection {& A Ae 'TO} est telle que :

(78) IRICIEL
AE r{o

alors cette fonction est nulle pour tout sommet B du maillage, ce qui implique :
(79 &g ¢p(B)=0
compte tenu des relations (73) et (74), donc tous les coefficients &g sont nuls, ce qui montre la

propriéte.
n
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. Une fonction w € Vj, se manipule en pratique trés facilement ; il suffit de se
donnet les Ny, valeurs aux sommets du maillage (les Ny, degiés de liberté), ce qui constitue
une famille de N, nombres & manipuler.

Nous pouvons donc poser un probléme variationnel approché pour résoudre
approximativement le probléme variationnel (2) (3) associé & (62) (63) (64). On remplace
simplement l'espace V par I'espace Vy, de dimension finie construit au-dessus. 11 vient :

(80) U, € Vh

8D J. Vue Vv dx:J. fvdx, Vve Vy.
Q Q

Nous avons la

Proposition
Le probléme variationnel discret (80) (81) admet une unique solution w;,. Les
coefficienis w qui caractétisent uy, dans la base {@a} :

82)  Wp= D, wa0a
AE‘TO

sont solutions d'un systéme linéaire

(83) AW =4

d'ordre Np, la matrice #] et le second membre /5 ayant des éléments respectifs Ay et /3]
donnés par les relations :

(84) Ay = IQ VorVey dx

(85) P = J.Qf ¢ dx

Preuve

Elle reprend dans ses grandes lignes l'argumentation donnée dans le cas
monodimensionnel. On cherche uy, sous la forme (82) et on prend pour fonction test v = @p. 1

vient alors nécessairement :
86 XAy W= B
I

qui est un systeéme symétrique (clair sur la forme (84)) et défini positif puisque :
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2
(87) % A & = Iﬂ [V @ E (plﬂ dx

est toujours positif et n'est nul que si 2 &; @; est constante, laquelle est nécessaitement nulle
J

en regardant la valeur de cette fonction sur un sommet du bord de . Donc uy est
nécessairement égale a la solution (unique) du systéme (83) (ou (86), ce qui constitue une
écriture équivalente).

Réciproguement, la fonction uy, définie ci-dessus est bien solution de (80) (81) car
d'une part (82) est une réécriture de (80) et d'autre part si uy est solution de (81) dans le cas
particulier ol v = @y, c'est encore vrai dans le cas général par combinaison linéaire des Ny
équations, compte tenu de la linéarité par rapport & v des deux membres de 1'égalité (81) Ceci

montie la propriété
|

Le calcul explicite des éléments de matrice Ij; et du second membre /3] est traité
dans un chapitre particulier, mettant en évidence la possibilité de traitement automatique.

Comme pour le cas monodimensionnel, on peut introduire l'interpolé I f dans
l'espace Wy, de toutes les fonctions continues et affines dans chaque triangle. Le systéme (83)
s'écrit alors :

(88) AW = MF
en introduisant 1a mattice de masse M d'élément générique My .

(89) Myy = I o Prordx

Les détails sont laissés au lecteur.
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1) Introduction

Dans ce chapitre, nous montrons comment les principes généraux de la méthode
des éléments finis sont susceptibles d'un tiaitement algorithmique qui est ensuite
programmable dans un langage évolué (Fortran, C) en vue d'un traitement automatique sur
ordinateur Dans le cas monodimensionnel, trés élémentaire, nous introduisons les notions
essentielles. Celles-ci sont ensuite utilisées sans modification pour le cas de deux dimensions
d'espace, représentatif des problémes que l'on rencontre dans les applications. Nous
développons en détail la méthode d'élimination des noeuds bloqués qui permet de prendre en
compte ies conditions de Dirichlet non homog&nes, et traitons en détail un cas bidimensionnel
modele mais prototype des vérifications a faire lors du développement de logicicls complexes.

2) Mise en oeuvre d'un probléme monodimensionnel

Nous approchons, comme au paragraphe précédent, le probléme de Dirichlet pour
I'équation de Poisson sur l'ouvert € [0,1] :

d2

(1) - ——% =f sur 10,1[
dx

(2) u{oy=u(1)=0.

Nous découpons Q en (N+1) intervalles Jxj, x;,[ définis par les points x;.
3) x;=jh; h=wm .

La grille {xo,xl, s XN xN+1} s'appelle le maillage du domaine Q ; les
intervalles ]x;, xj+1[ sont les éléments du maillage et les sommets x; sont porteurs d'un degré
de liberté (ou noeud). Nous avons, avec la relation (3), adopté une numérotation croissante
avec l'abscisse, ce qui est un choix simple et naturel compte tenu du caractére
monodimensionnel du probléme (1) (2). Toutefois, nous allons dans ce qui suit faire
abstraction de cette propriété pour laisser émerger les notions générales relatives a la mise en
oeuvre.
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K-1 K (numéro global du sommet)

A N

sommet de gauche sommet de dioite
(numéro local = 1) (numéro local =2)
élément numéro K

Numérotations locale et globale

. Un élément "courant” K (I £ K < N+1) est un intervalle Jxg_1, xg[ contenant

deux noeuds aux extrémités : le noeud i la gauche de K et le noeud a la droite de K ; sans
changer la numérotation (3), le noeud de gauche est xg_1 et le noeud de droite est xg. Nous
pouvons changer de vocabulaire de la fagon suivante : un élément K est porteur de deux
noeuds qu'on peut numéroter localement. Le noeud de numéro local égal & 1 est par
convention celui de gauche et celui de numéro local €gal & 2 est celui de droite D'autre part,
ces deux sommets ont un numéro relatif a I'ensemble du maillage. Avec le choix (3), ona
clairement :

* numéro du sommet de gauche = K-1

* npuméro du sommet de droite = K.

On appelle numéro global le numéro d'un noeud relativement a l'ensemble du
maillage. Il convient donc de savoir effectuer la correspondance entre un sommet considéré
comme appartenant 2 un élément K (repéré avec son numéro local relatif 3 1'élément) et ce
méme sommet associé 4 une fonction de base (globale) ; celle-ci s'effectue avec un tableau
appelé traditionnellement NELT :

(4) 11 = NELT (K, I).
La relation (4) signifie que le Iéme sommet de 1'élément K (le sommet de numéro

local 1) a pour numéro global I1. On a bien entendu 1 < 1 <2 dans ce cas et pour suivie le
choix (3):0< IT S N+1; 1 K SN+

Le tableau NELT est un tableau d'entiers paramétré par les entiers K et 1 ; il
rappelle les éléments liés A la topologie de chaque élément (le bord de K, qui porte les
noeuds, est constitué de deux sommets).
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. En complément du tableau NELT de topologie, il est nécessaire de connaitre les
coordonnées des sommets du maillage (cf. relation (3)) On introduit le fichier de géométrie
du maillage :

(5) X= XX (D),

qui, a tout numéro global de noeud 11, associe son abscisse X, grice au tableau XX a valeurs

réelles.

. Nous abordons maintenant le calcul de 1'élément de matiice A (ii, 'I'I).‘ Compte
tenu des choix faits au chapitre précédent, ona :

(6) AL )= IQV Pii*V @y dx

ol @;; est la fonction de base (globale) telative au noeud 11, dont le support (I'ensemble des
x ol @;; est non nulle) est constitué des deux ¢léments contenant le sommet 11 dans leur

bord (on parle parfois pour cetie raison du cobord du sommet I1). On calcule l'intégrale au
membre de droite de (6) en la découpant sur les éléments du maillage :

M AdL =Y [ Vepvey
ke T

on a alors une remarque essentielle qui fonde la notion méme de matrice élémentaire :

Proposition
L'intégrale JKV ®i;*V ®;; dx ne peut &tre non nulle que si les sommets IT et JJ

sont tous deux des sommets appartenant au bord de 1'élément K.

Preuve
On montre que si 'un des sommets I ou Jj n'appartient pas au bord de K, alois
I'intégrale :

(8) AB (K,1I,11) = JKchH-chH dx

est nulle, ce qui montre la propriété. Si, pour fixer les idées, le noeud II n'appartient pas au
bord de I'élément K, alors le support de @y, est constitué par les deux éléments L et M

contenant 11 comme sommet et aucun des deux n'est égal 4 K (sinon II appartiendrait au
bord de K). Donc V @;; est non seulement sur les éléments L et M, donc Voi; est

identiquement nul sur K, ce qui montre que AB (K, 11, 77) est nul.
||
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L'intégrale AB (K, 11, 77) n'étant non nulle que dans le cas oli les sommets II et
JT sont eux-mémes des sommets de I'élément K, on peut adopter une numérotation locale
pour ces sommets. Nous introduisons d’abord la notion de fonction de base locale

Pour I numéro local d'un noeud relativement 2 1'élément K, on appelle fonction de
base locale et on note (T)I i la restriction 2 K de la fonction de base @gg, ol IT est le numéro

global du noeud II, c'est & dire IT = NELT (K, I)

(9) (T)I,K : K—>R
(10) (T)LK (x) = ONELTK.D (x) Vxe K

Dans le cas de 1'élément P1 A une dimension d'espace, les fonctions de base (~p1 K et

(T)2 g ontun graphe tres simple représenté ci-desous :

A

EPLK &

@ K ®

Fonctions de base locales relatives 4 un élément K

. La notion de matrice élémentaire est alors naturelle : l'intégrale AB (K, 11, J7)
est dvaluée en utilisant les numéros locaux dans I'élément K, donc les fonctions de base
locales puisque l'intégrale AB (K, o, o} est & prendre dans 'élément K.

Pour I, J numéros locaux dans I'élément K (1 < I, J £ 2 dans le cas présent), on
pose .

(11) AELT(K, L D)= .L( V(T)LK-VE"pLK dx
et on appelle matrice élémentaire relative 2 'élément K la matrice obtenue en fixant K et en

faisant varier les indices I et J du tableau AELT (K, I, J). Compte tenu de la définition (9)
(10) d'une fonction de base locale, on a bien évidemment :
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AELT (K, I, J) = AB (K.ILII)
(12) {

avec II = NELT (X,I), 1T = NELT (K,J).

Lorsque K est un segment de longueur h, un calcul élémentaire laissé au lecteur
montre que, avec la numérotation locale choisie, on a

1l _1
h
(13) AELT (K, e, ¢) =
I
h h
. Le calcul d'un élément de matrice A(1LJJ) (relation (6)), appelé parfois élément

de la matrice globale pour Ia distinguer des matrices élémentaires, s'obtient par 1'algorithme
d'assemblage, qui constitue le point clef de la mise en oeuvre automatique de la méthode des
¢1éments finis. La mauvaise méthode consiste 2 faire un double parcours (double boucle) sur
tous les sommets du maillage :

boucle sur 11

(14) boucle sur I'J
calcul de A (ILJ]) .

En effet, I'étape de calcul de A(IL,JJ) s'effectue (si on a recours & un procédé
automatisé) a l'aide des matrices élémentaires AELT (K, 1, J), et on doit faire successivement
les opérations suivantes :

* parcoutir les éléments K du maillage,
* parcourir les numéros locaux I et J de K,
* tester sil'on aII = NELT (K, D) et JT = NELT (K, J).

* Dans l'affirmative, incrémenter A(IL,JJ) de la valeur AELT (K, L I) :
(15) A(ILII) « ALJI) + AELT (K, 1, ]).

On passe son temps a rechercher les deux numéros locaux I et J du couple de sommets IT et
11, dans le cas favorable ot ceux-ci appartiennent au méme élément K !
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. L'idée de l'algorithme d'assemblage est de calculer en méme temps tous les
éléments de matrice A(IL,JT), toujours a l'aide de la relation (15), mais en "éclatant” la
matrice élémentaire AELT(K, I, J) au sein de la matrice assemblée A (»,#) au cours de 1'étape

de base.
y 111 e 112 <
IT1 AELT(K,1,) -+ AELT (K,1,2)
I12 AELT (K,2,1) -~ AELT (K,2,2)
. L )

"Eclatement' de ta matrice élémentaire AELT (K,s,») au sein de la matrice assemblée A (e,¢).
(Ona II1 = NELT (K,1) et II2 = NELT (K,2)) .

L'algorithme d'assemblage prend alors la forme :
* Initialiser A (e,0) & z&10

[boucle sur les éléments K du maillage

boucle sur les degrés de liberiés locaux I et J

(16)
IT = NELT (K,I), JJ = NELT (K,]}
| Incrémentation de A(IL, JJ) a I'aide de la relation (15) .
. Pour le calcul du second membre du systéme linéaire 3 résoudre,

(17) BI) = JQ f(x) o x) dx,

on procéde exactement de la méme fagon : on découpe l'intégrale (17) en autant d'intégrales
sur chacun des éléments du maillage.

(18  B@D= 2, IKf(x) orp (x) dx

KeT

et on remarque gue chaque intégrale du membre de droite de (18) est non nulle seulement si
IT est un sommet de 1'élément K, compte tenu de la forme particuliére des fonctions de base
P1, on introduit donc les seconds membres élémentaires.
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(19) BELT (K,}) = J‘Q f(x) @pdx

quon évalue éventuellement avec une formule de quadrature approchée (voir le cours
d'analyse numérique élémentaire). L'assemblage du second membre (17) est exactement
analogue 2 l'algorithme (16) pour I'assemblage de la matrice :

* Initialiser B{s) & zéro
boucle sur les éléments du maillage
boucle sur les numéros I des degrés de liberté locaux

(20)
II = NELT (K,I)

| BOT) « B(I) + BELT (K,I).

e Nous terminons ce paragraphe en reprenant 'ordre global des opérations i effectuer :

Lecture du maillage (tableaux NELT et XX des relations (4) et (5)).

Calcul des matrices élémentaires et du second membre élémentaire (relations (11) et (19)).

Assemblage du second membre (algorithme (20) et de la matrice (algotithme (16)).

Résolution du sysiéme linéaire (algorithme de Cholesky ou du gradient conjugué).

3) Mise en oeuvre de I'élément P1 dans R?

. Les méthodes introduites au paragraphe précédent s'étendent tr2s naturellement au
cas bidimensionnel On sait que le domaine (polygonal) Q est recouvert par une famille 7

d'éléments triangulaires K dont l'intersection deux 2 deux est soit vide, soit un sommet
commun, soit une aréte commune, soit pleine. Les fonctions de base de l'espace Vp

d'approximations sont les fonctions continues sur Q, affines dans chaque triangle K et nulles
sur le bord 02 puisque nous étudions le cas particulier du probleme de Dirichlet homogéne.

21) —Au=f Q
(22) u =0
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La dimension de V|, est égale au nombre de fonctions @pp formant une base, ¢'est &
dire le cardinal de 7, ensemble des sommets du maillage n'appartenant pas au bord. Cette
vision globale du maillage 7, développée au chapitre précédent est soulignée en appelant
fonctions de base globales les fonctions Do définies de Q 2 valeurs réelles. Rappelons

entin que la résolution numérique du probléme (21) (22) par éléments finis Pl sur le maillage
T consiste 4 rechercher la valeur.

(23) WH =1u (AH)

d'une fonction u € Vy sur le sommet Aj; de numéro (global) II par résolution d'un systéme
linéaire d'ordre Ny,

24 AW=R

ot la matrice A a pour terme générique.

@) A= JQ VoreVeyr dx

et le second membre /5 a pour TI8me coefficient :

e Ban=[,i@oe

. Un maillage tiiangulaire de R’ est une collection de triangles. En pratique, le
"mailleur” (logiciel qui permet de générer le maillage, utilisé par l'ingénieur qui a 3 effectuer
un calcul, ou congu par cet ingénieur dans un cas simple) fournit deux fichiers informatiques :
le tableau NELT des numéros globaux de sommeits et le tableau XY des coordonnées des
sommets.

Le tableau de topologie NELT associé a tout couple (K,I} formé d'un élément du
maillage et d'un numéro I compris entre 1 et 3 (un triangle contient trois sommets) le numéro

Ly
IN® Fg ©

7‘“>
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global {(c’est & dire du point de vue de l'ensemble T du maillage) du sommet correspondant :
(27) IT = NELT (K.I) 1£1<3

La numérotation locale (27) perﬂmet de définir une transformation géoméirique
"usuelle" F entre le "triangle de référence” K
(28) K={@&y, 0<x,9<1; 5+ §<1}
et le triangle couviant K & I'aide des numéros locaux introduits a la relation (27). On pose :
29 I11 =NELT (K,1); I1I2 = NELT (X,2), II3 =NELT (K,3)
puis on introduit I'unique application affine Fg qui envoie K surle triangle K de soite que le

sommet numéro I de K senvoie par Fg sur le sommet numéro I de K. De facon précise (et

ceci constitue en fait simplement une convention !), on a :

(30) Fg (0,0)=Aq; Fg(L0) =Aqp; FgO,1)=Aqs.

L'application F(s) s'explicite facilement du point de vue algébrique ; on introduit
les coordonnées barycentriques d'un point M= (x, §) de K relativement aux sommets
A =00, Ay=(1,0), A;=(0,):

@Gl MR =0-%2-9)
3D MG =%
33 L&Y =3

on sait qu'on a alors dans 1'élément de référence :

3
(34) M= & (M) &, vdeX
j=1
3
(35) 2 AM)=1 vMeR
=1

et le transport vers 1'élément courant K prend la forme suivante :

=

H
Mo
s
=
>

=

M

~

(36) K >M = F (

qui exprime que dans une transformation affine, les barycentres se conservent.
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» Nous introduisons alors le tableau XY des coordonnées des sommets du maillage :

37D X=XY{I 1) Y =XY (1L, 2)

expriment que les coordonnées X,Y du sommet II ont pour adresses (II, 1) et (I1, 2) dans le
tableau XY. Notons que pour éviter de dupliquer I'information, on fait appel aux numéros
globaux des sommets, mais on peut aussi introduire les coordonnées X(XK,I) et Y(K,I) du
noeud de numéro local I dans 1'élément K, A travers la double dépendance suivante :

(38) X(K,) = XY (NELT (X,I), 1)
(39 Y(K,I) = XY (NELT (K.I), 2).
L'explicitation, coordonnées par coordonnées, de la relation (36) prend aloss la

forme suivante : un point M = (X,Y) de K est paramétré par un point M= &, V) de K, grace

aux coordonnées baricentriques (31) (32) (33) et aux relations :

40y X=

VP

—
11
fry

Ay (M) X (K, i)

I
.MU-‘

—
l
—

(41) Y ij (M) Y (X, )

On le voit, tous les calculs avec des nombres réels se font "élément par élément”
dans la méthode des éléments finis. C'est ceite remarque qui motive la notion de fonction de
base locale puis de matrice élémentaire.

. On se donne un élément K du maillage T ainsi qu'un numéro local de sommet (ou
de degré de liberté puisqu'on s'intéresse A 1'élément P1 on les noeuds sont biunivoquement
associés aux sommets du maillage) 1. On appelle fonction de base locale et on note ("gSLK la
restriction & 1'élément K de 1a fonction de base globale gy, ot II = NELT (K,I) et le numéro
global du degré de liberté associé. Les relations de définition (9) et (10} sont inchangées ;
nous ne les réécrirons pas.

L'expression algébrique de ("pI g (fonction de base locale) est trés simple ; nous avons la :
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Proposition

La fonction de base locale c'f>I k- st identiquement égale a la i© coordonnée
barycentrique lj relativement a 1'élément K :

Démonstration

Un point M € K admet un unique ttiplet de coordonnées barycentriques Ay, A, Az
qui par définition sont les poids qu'il faut donner aux sommets Aj, Ay, Az pour que le
barycentre pondéré soil exactement égal & M. Par définition, la somme de ces poids vaut 1.
Nous avons donc :

3

43 2 XKD A 0 =X
j=1
3

@ Y YK A op=Y
j=1
3

@) X N M -1
j=1

La fonction M — 7\.j (M) est clairement fonction linéaire du triplet (X,Y,1),
c'est-a-dire fonction affine de (X,Y). De plus, prenant dans le second membre la valeur
particulidre X = X(K.,1), Y = Y(K.i) (coordonnées au sommet A;), il est évident qu'alors ?\j Go
coordonnée barycentrique) vaut 1 pour j=1iet 0 sij#1i (le vérifier sur les relations (43)-(45)

si vous n'étes pas convaincus !)

@6) A (AD=8;.

La fonction i\,j est donc affine, vaut 1 pour le sommet de numéro local j et O pour
les deux autres sommets ; elle est donc identiquement égale 2 la restriction dans 1'élément K,

de 1a fonction de base associée & ce sommet. C'est exactement ce qu'exprime la relation (42) !
n

L'expression algébrique de (bj x S'obtient alors facilement en fonction de X,Y, par

résolution du systéme (43) (45) de trois équations A trois inconnues. Nous explicitons ce
calcul élémentaire, en adoptant une notation simplifiée le temps du calcul algébrique :

“n x| = XK x=X, y=Y.
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Ona:
(48) x4 7\.1 + x2?\/2 + X3 ?L:J, =X
(49) yihi + A+ y3Ah3 =y

(50) A’l + A.Z + ;\.3 =1

on retranche x3 de (48), en l'écrivant x3 (A + Ag + A3) et on procéde de fagon analogue pour
y5 avec la relation (49). 1l vient :

(51 (x1—x3) A1 + (xp—x3) Ay = x—x3
(52) (y1~¥3) A + (y2-y3) A = y-3
et, en I'emalquant que :
(y2—y3) (x1—x3) — (xo—x3) (¥1—¥3) =
(53) = (y2—y1) (x1—x3) — (x2—x1) (y1-¥3)
= (xp—21) (y3—y1) — (y2—y1) (x3—x1)
on trouve I'expression suivante pour Aq :

(y2—y3) (x—x3) = (xp—ox3) (y—¥3) |
(xo—x1) (Y3~y1) — (y2-¥1) (x3—%1)

(34) Ay () =

Les autres coordonnées barycentriques se déduisent de (54) par permutation
circulaire des indices 1, 2, 3. On remarque que le dénominateur est le double de la surface du
triangle K, puisque égal au produit mixte suivant :

(o 70,
(55) Sg = ) AjAr x AjAg, k.

ceci dans 'hypoth2se ol I'orientation des sommets Ay, Ay, A3 est "'directe”, ce qui revient
a dire que le déterminant de Fg est positif. Cette remarque constitue en fait une regle de
numérotation locale. Il n'y a donc pas, méme avec cette convention, une seule numérotation
locale possible ; toute permutation paire de 1,2,3 permet de retrouver une nouvelle
numérotation locale cohérente des noeuds de 1'élément K.
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L] L.a notion de matrice élémentaire est fondée, comme dans le cas

monodimensionnel, sur la propriété suivante :
Proposittion :

L'intégiale .[K Ve Vo dx ne peut &tre non nulle que si les sommets II et JT sont

tous deux des sommets appattenant au bord de I'élément K.

La preuve donnée pour le cas monodimensionnel est inchangée. La définition des
matrices élémentaires AELT (K,LJ) est encote obtenue par la relation (11), mais I et J varient
cette fois entre 1 et 3. Le calcul de cette matrice élémentaire est un exercice laissé au lecteur
(compte tenu de l'explicitation de la relation (54) donnant les fonctions de base E"pj,K). Nous

pouvons de plus en donner un résultat sous forme géométrique.

Proposition :

Avec les notations introduites a la figure ci-contre,
ona:

1
2 tgog

(56) J-Kvél,K . V@,K dx = -

2 sin oiq ‘
(57) Kl (pl,K| 2 sin o) sin o3 B

Proposition

Les matrices élémentaires sont assemblées pour former la matrice globale A(ILJJ).
L'algorithme (16) qui consiste 2 "éclater” la matrice élémentaire AELT (K,e,) au sein de la
matrice assemblée est inchangé. De méme, on peut définir un second membre élémentaire
BELT (K,I) & l'aide de la relation (19). L'assemblage du second membre s'obtient encore 2
1'aide de la relation (20).
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4) Condition de Dirichlet non homogéne

L Nous avons jusqu'ici supposé que la condition de Dirichlet & prendre en compte
est homogéne : pour les relations (2) et (22), 1a donnée de u(») sur le bord de £ est la fonction

nulle. Nous supposons dans ce paragraphe que ce n'est plus le cas, c'est-d-dire que u est
donnée non nulle sur une partie I3 du bord.

(58) u=u, sur 4

Sur la partie T; complémentaire de I7, nous adoptons une condition de Neumann.

au

(59) =g su D
n

et nous continuons 4 résoudre un probléme de Poisson dans le domaine d'étude.

(60) —Au=f dans Q.

Les degrés de liberté du probleme discrétis€ sont les sommets A; du maillage T. On numérote
en premier les sommets qui n'appartiennent pas a I3.

(61) sommets n'appartenant pas I3 : Ay, Ag, ..., AN

Iy
Choix d'une numérotation pour les noeuds ; on numérote en dernier les sommets de I3

puis ensuite ceux qui appartiennent a 3.
(62) sommets de T sur I ¢ ANy1s o0 ANGM -
On dispose de ce fait de deux espaces de dimension finie Vy, et Wy, ¢ les fonctions de ces deux

espaces sont continues sur Q, affines dans chaque triangle K ; les fonctions de Vy sont
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supposées nulles sur la partie T’y du bord, alors que nous ne faisons pas cette hypothdse pour
les fonctions de Wy Avec les notations usuelles pour les fonctions de base, nous avons donc :

(63) Vy =Vect <9y, ,0n>

(64) Wy =Vect <Q1, -, ONs ON+ 1 > ON+M >

et bien entendu, les dimensions de ces deux espaces s'en déduisent :

(65) dim Vy =N, dim Wy = N+M.

. Ces préliminaires étant posés, nous allons développer deux approches pour la prise

en compte de la condition de Dirichlet non homogene (58) : I'une théorique qui consiste a se
ramener au cas ol T, est nulle grice & un reldvement de cette condition non homogene,

l'auire pratique odl I'on "élimine les noeuds bloqués' qui est mise en oeuvre au sein des
algorithmes de calcul’

Le relévement dans ['espace Wy, de la condition de Dirichlet non homogéne U,
consiste a chercher une fonction 1, telle que

(66) iy € Wy
(67) fio (AP =T, (A Vk =N+l, ,N+M:

Ia fonction Ui, est définie par ses valeurs aux sommets du maillage, est donnée égale a 1,
pour les sommets de I (de numéros N+1 2 N+M) et n'est pas déterminée a priori pour les

autres sommets. Nous pouvons par exemple choisir :
(68) iy (Ap=0 vi=1, .,N

mais tout autre choix est possible aussi. Nous faisons le choix (68) car il simplifie un peu les
calculs. La fonction i, peut donc se calculer sans difficulté compte tenu des conditions (66)

(67) (68) et 1a condition de Dirichlet (58) peut se réécrire de fagon équivalente :
(69) u= iy + z, Z€ Vp

ce qui ne fait qu'exprimer que u s'obtient 2 partir de i, grice  une fonction z nulle sur I. La
formulation variationnelle s'obtient en multipliant 1a relation (60) par une fonction test v
appartenant A V), et en intégrant par pariies, ce qui permet de prendre en compte la condition
de Neumann (59) Il vient :
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(70) IQ VueVvdx = JQ fvdx + -[1_2 gvdy, VveVy.

En prenant en compte la relation (69), on obtient une formulation variationnelle
discréte pour la fonction z.

(71) 7 €V

(72) JQ VzeVv dx = J-Q fvdx + J.Iz gvdy— J.Q ViigeVvdx, VveV,

Le systeme linéaire décrit par (71) (72) prend la forme classique.

(73) A{Z=F+G-Bu,
avec des notations naturelles rappelées ci-dessous :

(74) (Ap, =_L2 Vo Vo; dx 1<1j<N

(75) Fi = ,[Q f O dx

(76) G = LZ g 9;dy

1<isN

0D Bu=|, VenVodx
{ N+1 <k < N+M.

. Tout est bien établi du point de vue théorique ; du point de vue pratique, le calcul
explicite de la fonction U, n'est jamais réalisé. On adopte une autre démarche, fondée sur
P'écritare de la relation (70) non pas pour v € Vy,, mais pour we Wy. L'écriture des termes de

bord est un peu différente et nous avons en toute rigueur

. dau
(78) IQ VusVw dx = J.Q fwdx + II“Z gwdy + J.FI g w dy, Vwe W,

expression qui est identique a (70) si nous particularisons le choix (70). La matrice de ce
systeme (78), qui suppose u € Wy, mais oublie (pour un moment) la relation (69), est donnée
pat :
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(79) A =IQ VoV, dx 1 <i,j< N+M

et I'on notera que la seule différence entre (79) et (74) est la borne supérieure de variation du
double indice (i, j). De fagon plus précise, la matrice A se décompose en blocs sous la forme :

A By
(80 A= ,
( By Ay J

Quand on explicite la relation (78), en recherchant l'inconnue u sous la forme :
N+M

(81) n=z+ 2 A O
k=N+1

(sans savoir pour l'instant que Ay = T, (Ag) !), on obtient un systéme qui s'écrit par blocs :

A; By Z F+G
(82) =
( t131 Aj J A *

On reconnait la relation (70) pour les N premitres lignes de (82) alors qu'on n'a pas explicité
le second membre des M dernidres.

. L'élimination des noeuds bloqués consiste A transformer le systdme (82) en
écrivant brutalement la relation (69) 4 la place de la seconde ligne, ¢'est-d-dire ici

(83) A=1,,
en éliminant d'une part les matrices blocs tBl et A, et en les remplacant par 0 et la matrice Id

respectivement, en modifiant le second membre pour "forcer” la relation (83) d'autre part. 11
vient :

Al Bl Z F+G
(84)
0 1Id A T,

qui a l'inconvénient de faire apparaitre une mairice non symétrique. Ce défaut peut &tre
corrigé en éliminant A de la premiére équation et nous déduisons :
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A 0 Z F+G - B T,
(85) =

0 Id A 1,
qui est parfaitement équivalent 2 la relation (73).

L'inté1ét de cette derniere approche est qu'elle est généralisable facilement au cas
oll 'on n'a pas adopté de numérotation particuliere pour les degrés de liberté sur I'y
(cf relations (61) et (62)). On assemble la matrice A et le second membre F+G grice aux
algorithmes (16) et (20). Puis on élimine les noeuds bloqués, opération qui consiste & passer
de (82) & (85). En pratique, on a donc l'algorithme suivant :

boucle sur les noeuds : 1 €1 < N+M
i est-il un noeud sur I'y ?

non — passer  i-+1
oui
" boucle sur les noeuds : 1 < j < N+M

j est-ilun noeud sur I'y ?

non:
B] «— B] - A_]l ﬁO (Al)

Aji 0

L_oui — passer 4 j+1

[ boucle sur les noeuds : 1 <j<N+M
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Notons enfinque 'adressage matriciel est rarement & double indice comme écrit &
I'algorithme (86), ce qui en pratique en rend la lecture plus délicate ...

5) Etude d'un exemple, dit "Hadhri"

On considére le domaine Q = ]0,3[ x ]0,3[, sa frontidre 0Q est décomposée en
I ={0} x10,3[ v ]0,3[ x {3}, et =10,3[ x {0} U {3} x 10.3[ (voir figure ci-dessous). On
veut tésoudre le probléme.

(Au=f Q
Ju
\£=8 I

dc fagon approchée, 4 l'aide de la méthode des éléments finis, avec le maillage (de 18
éléments triangulaires) proposé A la figure ci-dessous. Les sommets de numéros 1 4 9
engendrent l'espace Vy alors que les sommets 10 2 16 sont situés sur T'y.

vy ! 15 16
13 [@ 8

maillage en triangles de :

Q=1]0,3f x ]0,3[
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. Compte tenu de la simplicité du maillage, le calcul des matrices élémentaires se
réduit aux deux cas de figure suivants :

1
0 (xy) = 1-y
Mg (x,y) =x
Pg (x,y) =y
1 1
/ 3 0 ) \
matrice élémentaire AELT = 0 % —%
i 1
\72z 2 !
2)
01 (x,y) = 1=
P2 (x,y) = x~y
- 93 (x.y) =y
1 1
(3 =2 0 )
. . 1 1
matrice élémentaire AELT = -5 1 )
1 1
\* 2 2 )
. 11 est utile aussi de calculer la matrice élémentaire de masse, ie :
(88) MELT (K, L, ) = fK (PI,K (pJ,K dx .
Dans les deux cas précédents, on obtient :
2 1 1
(89) MELT = % 1 2 1
1 1 2
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» Si on interpole les fonctions f et g dans l'espace Wy (avec les notations
précédentes), on doit calculer les seconds membres :

16

(90) (MJF)i = 2 (JQ 0 ¢ dx) f;, 1€i<9
j=1

et
16

9D (TG)iz ]—21 (frz 0 9j dﬁ{] g, 1si<9

Le calcul (89) de la matrice élémentaire et la relation (90) conduisent & une matrice
de masse M d'ordre 9 x 16 (9 lignes et 16 colonnes) dont nous donnons ci-dessous les
éléments non nuls.

6 1 0 2 2 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

1 6 1 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0O 1 2 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 12 2 0 2 2 0 2 2 0 0 0 0

2 2 0 2 12 2 0 2 2 0 0 0 0 0 0

02 10 2 6 0 0 1 000 0 0 0
COM=3010 000 2 0 0 24 2 00 2 2 0 2 2
0 0 0 2 2 0 2 24 2 0 0 0 0 0 2

0 00 0 2 1 0 2 6 0 0 0 0 0 0

La relation (91) est non triviale pour i = 1,2,3,6,9 (ce sont les numéros des
sommets sur le bord I';) et nous avons finalement :

.
(I'Gy

2 1 1

781 T g82 T g810
1 2 1

TGr =ze1+382+68%
1 2 1

(93) Y TG)3 =58+ 38 +¢8

1 2 1
TG = z83 + 38 + gl

1 2 1
(IG)g = 78 + 38 + g6
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puisque nous avons :

1 1
o4) f (P% dy =3~ et J‘A P192dy = ¢
chté ) cOté

. Le syst¢me d'éguations & résoudre s'écrit :

(95) AU=MF + TG

avec A obtenu également par assemblage des matrices élémentaires de rigidité, ce qui conduit
a:

2 —% 0O -1 0 0 0 0 0
Ao Ly 4 0 o0 o o
2 1 2 1
0O —-—— 1 0 0 —-—= 0 0 0
2 2
-1 0 0 4 -1 0 -1 0 0
A=19 -1 0 -1 4 -1 0 -1 0
0 o -L o -1 2 o o -1
2 2
0 0 0o -1 0 0 4 -1 0
0 0 0O 0 -1 0 -1 4 -4
0 0 0 0 0 —% 0 -1 2

Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter la matrice By (cf. relation (73)) pour
transformer le systeme (95) lorsqu'une condition de Dirichlet non homogéne est 4 prendre en
compte sur I'y.
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i) Formule d'intégration par parties

Nous établissons la formule d'intégration par parties :
v ou
(1) J.Qua_xjdx=—'l‘9 a—xjvdx—l-J.aqunjdﬂ/

dans le cas o £2 est un ouvert de IR2 de frontiere polygonale

. Nous commengons par écrire la relation (1) sous la forme équivalente suivante :
ow

(2) Qa_xj dx = aQWHj d’Y.

° En effet, prenant u = 1, v = w dans la relation (1), nous établissons (2) et

réciproquement, si (2) est vrai nous posons w = uv, ce qui donne (1) par un simple calcul de la
dérivée d'un produit de deux fonctions.

Un ouvert de R? a fronti¢re polygonale est réunion de triangies donc nous

commencons par le cas ol € est le triangle de référence : T
3 T {(x,y)xEO,yEO,x+ySl}.,

&

-] >

0 ; IYx

Triangle de référence

143




A
La normale extérieure sur le bord de T est donnée par :

Gy n = (O, —1) sur [0,1] x {0}
(3) n =(%,é) Sur{(x,y),x20,y20,x+y=1}
(6) n =(-1,0) sur {0} x [0,1] .

Nous établissons la relation (2) pour j = 1, la propriété s'en déduisant pour j =2 en

échangeant les réles de x et y. Nous monttons donc :

C { Ow
7 L—dd:j,\wnd
(7 Taxxy 4 x @Y

avec !

* 1 1 1
(8) J ywndy= L w (1, t) 7 (V2di) - _[0 w (0,8) dt .

Nous calculons l'intégrale double du membre de gauche de (7) par la formule de
Fubini, en commengant pa: I'intégrale en y :

1 1-
© [ D aray = [y Tax ey
T dx 0 0 ox

d 1
(10) IL g‘f dx dy = f dy [w (1-y,y) - w(©.y)]

qui est, 4 la notation prés, identique au second membre de (8), ce qui établit 1a propriété dans
ce cas.

. Nous établissons la relation (2) dans le cas ol Q est un triangle quelconque
T =(A,B,C). Un tel riangle est image de T par la transformation suivante :

(11) M=(1-%-9) A+% B+§ ¢, M=(%9)eT

Y M .
dont Ia jacolienne J = a—,\ est une constante égale au double de la surface du triangle T :
oM
oM

= 221071l
oM

(12) J =
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Nous calculons une intégrale sur T par changement de variable en la ramenant

—

sur

(13) L u(M)dx = T '[T u (M ) dx

donc :
ox
(14) W ix = j ow Xy
T ax T k=1 ax ax
(15) MW i = IZ & why dy
T Bx x

A
compte tenu du fait que la formule de Green est vraie dans le triangle T . Nous devons
maintenant transformer l'expression de ﬁk et d"} afin de faire apparaitre une intégrale sur le

bord du triangle T. Les directions tangentielles de aT" sont images de celles de T dans la

A
transformation T — T inverse de (11) Nous avons donc :

A

9xy

x

(16)

;z
HMN

a un coefficient de proportionalité prés qui assure que % et T sont unitaires. Cette relation

montre que 1'élément de longueur d% = N 8 peut s'écrire en fonction de dy= "V am> le
long de JT selon le changement de variables

A r axk a.n.k 1
17 dy= Ty T d
17 v Jlk%m oy Ty ¥ mf Y

Vecteur tangent 7 le long de 27T et vecteur normal n vers I'extérieur
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ou en échangeant les 16les de T et T:

(18) a9

I

{ }: axk axk %k‘%n} dy
k, £ m

%) Oxpy

De plus, puisque le produit scalaire 1« 7 est nul, nous avons :
0X,

(19) 2 1Y —Xn =0

ce qui montre que la m¥®Me composante ny du vecteur normal n est proportionnelle
I'expression entre parenthéses dans la relation (19), puisque n o T est nul :

Q) =B Y

kK O%m
avee
% . Y
@)  PIX X Eh =1
m k O%Xm

puisque n est un vecteur unitaire. Nous supposons pour simplifier les calculs (et ne pas écrire
. .. . . . 3 - A a .
de signe qui in fine arriveront en nombre pair !) que la transformation M — M est directe, ie

- - - A - -
conserve l'orientation. Une direction extérieure 4 T se transforme donc en une direction
. . A AA
extérieure 2 T puisqueT se transforme en T et (n, T) d'une part, (n, T) d'autre part, sont deux

I1 .
angles droits de + = . Don¢ B est positif. Nous obtenons donc, en utilisant la relation (20) au

sein du second membre de 1a relation (15) :

(22) M= 1 law il 1
T an a P =

{2 a"_ka"_k:;k

A 2
A A ’c
k {m 0X¢ 0%y

compte tenu de la relation (18). La fin de la preuve résulte d'un calcul élémentaire sur
l'inverse d'une matrice 2x2. Nous notons provisoirement la jacobienne de la transformation
(11) sous la forme :

a ¢
(23) *@,{i = ( ]
oM b d
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et détaillons le calcul de Lz a l'aide de (21), en tenant compte du fait que :

A

(24) N =-T , N,=T

et de la propriété classique :

M d -¢
29 a— = % ]
d -b a
Nous avons :
é = 2 [@ER)-c ) + (D) )+ at) |
= L (Gh+02)+ (Y +d5))
c'est-a-dire :
9 L-1 3¢
B° T kim axg ax

La relation (22) se simplifie alors en :
@7 j »««de='[ wn; dy
T j 1 ‘
ce qui prouve la propriété dans le cas ou Q est un triangle quelconque du plan.

o Nous abordons maintenant e cas général. L'ouvert £ étant polygonal, on peut le
recouvrir par un maillage de type éléments finis, formé de triangles T :

v T
| =M 4

(28) Q

ou l'intersecton T A T de deux triangles de la triangulation T est formée de I'ensemble vide,
d'un sommet de T et T', d'une aréte commune 2 T et T ou est égale d Tet T On découpe alors
I'intégrale (2) en autant d'intégrales sur les triangles du maillage.

ow _Z ELde

(29) S odx =
Q ij Te T T ij
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pour lesquelles la relation (2) est applicable :

ow
(30) f T = Y, J wnj dy
anj Teq ol

Triangulaire d'un ouvert {2 polygonal du plan

Le membre de droite de la relation (30) est une somme d'intégrales sur les arétes a
du maillage. Sil'aréte a est intérieure au domaine, elle appartient an bord de deux tiiangles T
et T donc contribue par les deux intégrales suivantes :

(31) J.aﬁaI wn, dy + .Lni)’[“ W, dy =0

dont 1a somme est nulle car les normales extérieures 2 Tet T sont opposées.

Aréte a intérieure au domaine 0
Si l'aréte a est au bord du domaine, la normale extérieure 4 T coincide avec la

normale extérieure 4 dQ et I'aréte n'apparait qu'une seule fois dans la somme (30) puisqu'elle
n'appartient qu'a un seul triangle du maillage. Nous avons donc :
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(32) a—wdx=2 Iwnjdy
Q axj ae T a
ac 0Q

qui peut s'écrire plus simplement (puisque la réunion des arétes du bord de € constitue le bord

lui-méme) :

ow
33 I — dx = J wn; dy,
( ) Q ax} x a6 ] ¥

ce qui montre la propriété.
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ii) Algorithme du gradient conjugué

A désigne une matrice carrée d'ordre n symétrique définie positive et b un vecteur
I

deR .

1) Montrer que la résolution du systéme linéaire

() Ax=b

gquivaut a rechercher le minimum, pour x appartenant a R", de 1a fonctionnelle.

@ T@=5 & AD- b,

2) Description de 1'algorithme du gradient conjugué
s Initialisation: x° € [Rn, wo = g0 =Ax"-b
o  Itération de l'algorithme.
On suppose connus l'état xk_1 aprés la kidme itération ainsi que la direction de

k-1 . k ' . . k-1 . .
descente w . L'état suivant x de l'algorithme est issu de x via un incrément
proportionnel a la direction de descente :

k k-1 -1 k-1
3) = E g pi

de fagon & minimiser la fonctionnelle J :

@ 16T oW vpeR
On introduit également le gradient de J au point xk.‘
(5) g =Ax-b

2.1)  Calculer le coefficient pkﬁ} en fonction de gk_l, wlet A

2.2) Montrerquel'ona:

k k-1
» W

6) (g ) =0
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3)

. k
La nouvelle direction de descentre w™ est recherchée sous la forme :
k k k k-1
(7Y w =g + o w

k. o k-1 . . .
de sorte que w soit orthogonal & la direction w ~ pour le produit scalaire associé a la
matrice A, c'est-a-dire :

@ W5 AwWH=0

2.3)  Calculer la valeur de o en fonction de gk, wilet A

On notera que le choix plus simple ock = 0 conduit & la méthode du gradient simple,
ou la direction de descente de l'algorithme wk correspond 2 la ligne de plus grande
k
pente g .

L'algorithme converge en au plus n étapes

3.1) Remarquer que si les gradients successifs go, gl, . gk_1 sont non nuls mais que gk
est nul, alors 1'état xk est 1a solution du systéme linéaire (1).

3.2) On suppose dans cette question que tous les gradients g1 sont non nuls jusqu'a
I'étape m incluse Montrer qu'on a alors les relations d'orthogonalité suivantes :

©® @ W =0 0<j<k<m
10) p'#0etw=0,  0<j<k<m
1y (@ g =0, 0<j<k<m
12) &~ Aw)=0, 0<j< k<m.

On pourra raisonner par récurrence sut k pour l'ensemble des quatre propriétés et
démontrer les relations (9) 4 (12) dans l'ordre oui elles apparaissent.

3.3) Montrer que l'algorithme converge en au plus n it€rations.
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4) Propriéiés auxiliaires

4.1} Montrer que Yona:

k2
x gl
(x —

(13) @ =——
P

En déduire que le calcul trés précis des produits scalaires est crucial pour assurer le
succes pratique (informatique) de la convergence de la méthode.

4.2) Monirer que l'éiat x* réalise le minimum de la fonctionnelle J sur le sous-espace

0 o k-1 . »
affinex + <w ,..,w - Quel commentaire pouvez-vous faire ?

| Solution |

1) La fonctionnelle a bien un minimum car la matrice A est syméirique définie
positive. L'équation d'Euler au minimum s'écrit ici :

I (x)=Ax-b=0,

ce qui montre la propriété.

1 (gk—l wk—l)
2D A9 = T,

. . ok
2.2) La condition précédente a été obtenue en écrivant qu'au point x , la fonctionnelle
T est minimale si on la restreint & la droite affine passant par et dirigée par le
k- . ; , . . :
vecteur w 1, ce qui s'exprime en annulant le gradient de J au point & dans la direction

k-1 ' . .-
W, ce quexprime exactement la condition (6).

k (gk, Awk_l)

23) (15) o = ——22 L
(Wk 1, AWk 1)

3.1} Des que l'un des gradients g™ est nul, on est en un point x" qui est solution du

systéme (1) et l'algorithme ne présente plus alots aucun intérét puisque l'on a ré€solu le
probigme posé.
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3.2) = La propriété est vraie pourk =1

On remarque que w® = go est non nul en vertu de la question précédente. On a
ensuite (gl, wo) = () compte tenu de la relation (6). Si on considere la relation (7) pour

2

k = 1 et qu'on la multiplie scalairement par gl, on obtient (gl, wl) =“ g1|| ce qui montre
que w1 est non nul puisque gl est non nul et le numérateur comme le dénominateur de
I'expression (14) qui permet de calculer p0 sont non nuls, donc p0 est non nul et la
relation (10) est vraie A l'ordre j = 0. La relation (11) est une conséquence simple du

choix de la direction de descente initiale : (gi, go) = (gl, wo) = () compte tenu de la
relation (9). Enfin, la relation (12) exprime simplement 1a relation (8) pourk =1.

e On suppose les relations (9) & (12) vérifiées jusqu'a l'ordre k inclus et on les
étend pour l'indice k+1, en supposant gk+1 non nul.

On remarque d'abord que la relation (3) entraine clairement :

16) &= gkhpf AWk

On a d'une part (ng, wk) = () compte tenu de la relation (6) et pour j<k,ona
d'autre part :

& wh =@ - wh + W)
—p" (AW, W)

compte tenu de (16) et de I'hypothese de récurrence (9). Or cetie derniére expression est
nulle en vertu de I'hypoth2se de récurrence (12), donc la relation (9) est établie.

Si on multiplie scalairement 1'identité (7) écrite au rang k+1 pat gk+1, la relation (9)

que nous venons de démontrer entrafne que I'on a .

2
an @ W =]

et la relation (10) est alors une conséquence simple de la relation qui permet de calculer
k
p.

Exprimons g] grice A la relation (7) (considérée avec k =j). I vient :

& dh = @ wh - ol @ W
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et cette expression est nulle compte tenu de la relation (9) prise a l'ordre k+1. Ceci
montie la relation (11).

La relation (12) est la conséquence de la relation (8) pour j = k et du calcul suivant
j<k:

(wk+l, A wi) = (ng, A \Vi) compte tenu de (7) et de (12),

k1 1
=g,
p’

(gJ ) en vertu de (16),

=0 compte tenu de (11).

La propriété est donc démontiée par récurrence.

3.3) Compte tenu de la relation (11), la suite de gradients go, gl, s gk est composée de
vecteurs orthogonaux deux i deux jusqu'a un ordre m et ceci a lieu dans l'espace R". La

conclusion est alors claire,

4.1) Dans la relation (15), on exprime A wk_l au numérateur et au dénominateur a
'aide de la relation (16) et on utilise la relation (11) pour le numérateur. Il vient :

2
k " gkl!

( k-1 k—l)

et la relation (13) est alors conséquence directe de la relation (17).

4.2) Si on écrit 'inéquation d'Euler qui caractérise le minimum de la fonction convexe
k-1 . . s
dérivable J sur le convexe fermé x° +<w’,..,w* >, attemt au point y, il vient

T (y) » wJ 0 pourtoutj=1, 2, ... k=1 Mazs le choix y = <& vérifie ces relations
puisque d'une part xk appattient au convexe x®+<w’ ., w 1> compte tenu de

11n1t1allsat10n de l'algorithme et de la relation constitutive (3), et d'autre part
7 (x ). w' (g WJ) lequel est nui en vertu de la relation (9).

Cette propriété montre que le point xk, congu initialement 2 la relation (4) pour
minimiser la fonctionnelle J le long de la droite affine passant par xk_1 et dirigée selon

k-1 . . . .
le vecteur w ~ la minimise en fait sur tout un sous-espace de dimension k | On touche
14 au génic de Hestenes et Stiefel qui ont inventé la méthode du gradient conjugué en
1952.
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iii) Etude du schéma de Newmark

On se propose de définir une famille 2 deux parameéties pour approcher
numériquement 1a solution du systeme différentiel

2
d d
O M d—tzq +C g + Kg=p(

oll q(t) est un vecteur d'état appartenant a r™ {modgle de structure & m degrés de liberté). On

suppose connu 2 l'instant t, = nAt le vecteur d'état U = 9 et on cherche 2 calculer ce

q
méme vecteur a l'instant t;,, 1 = (n+1) At.
1) Ecrire la formule de Taylor avec reste intégral pour q .4 et q . en faisant
apparaitre la dérivée seconde q (8) (tn <0< tn+1) .
2) Quel schéma obtient-on si on suppose que dans la relation précédente, on remplace
-n . - 1 L1 ] L1
: .~ = 9
q (8) par la moyenne, ie q (8) ~ 5 (qn +4q, 1) ,
3) Méme question, mais avec q () remplacé par l'interpolé affine entre les valeurs qu

Btzj11+1:
§®=d,++ (0~ [, +d,)

Le schéma de Newmark consiste 2 &crire :

Eln+1=(.]n + {1-9 Atan + YAtaml

(N) .
. 2 - 2 e
g =9, + AL+ A (”i"ﬁjqn"'m Ba,,
4) A quelles valeurs de (B, y) correspondent les schémas calculés aux

questions 2 et 3 ?
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5) Montrer que si ¥ ;&% , le schéma est d'ordre 1 quelque soit B et pour ¥ = % , le
1

schéma est d'ordre 251 B # é etd'ordre 3si B = R
6) Proposer un algorithme de résolution du schéma (N) qui prenne en compte la loi de
la dynamique (D). (On pourta résoudre un systéme linéaire du type S Ein+ L= f avec

S=M+yAtC+p At2 K et f un second membre qu'on précisera).

T) Pour étudier 1a siabilité du schéma, on se restreint dans 1a suite au cas o M =1,
C=0,K= 0)2, p = 0 dans le modéle (D). Montrer qu'alors le schéma de Newmark (N)
s'éerit

U =ATUTU
n+l n

oll A est une matrice 2x2 qu'on précisera, on pourra introduire & tel que :

2 co2 At2
14 o> A
8) Montrer, en étudiant le module des racines complexes conjuguées de l'équation

caractéristique relative & la matrice A que :

* le schéma est instable pour y< % s

2
* le schéma est stable inconditionnellement pour y = % et B 2% (y+%) ,

* e schéma est stable sous la condition

6 () —ap <
2 - 0)2 At2

lotsque ¥ = % et B <% ('y+ %)
On tracera dans le plan (v,B) ces domaines de stabilité.

9) Quel schéma "optimum" proposez-vous de choisir ?
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10)

Montrer que l'erreur relative d'amplitude des ondes d'une part calculées par le
schéma de Newmark et d'autre part exacte est donnée par le développement.

p-1=- 2(y 2) o AL +O(At)
et que l'erreur de relative de périodicité, dans le cas y = 1 , est donnée par :

AT mAL

i 1, 2,2 3
T:T—1=‘Qf (B—z)(l) At + 0 (AL)

ol A = p exp (* i@) sont les racines (complexes) de 'dquation caractéristique de la
matrice A.

{plus difficile}.

| Corrigé |

1

2)

3)

. . bl .,
Gar =% T J;n q(9) do

. tht1 .-
Ay =9, F At 9t -J;n (tn+1— 9) q(6) do.

On remplace g (0) par 3 (qn + qml) dans les relations précédentes. On

obtient :

By =+ 2 (G + )

. 21w 1.
Qg = 9y HAL G, +AL (an+1qn+1)

. _ e 1 _ w . ' .
Méme méthode mais pour q () =q_+ " (9 tn) (qm_ LT qnj On trouve :

I

Gy = 84+ 7 (4, +4,,)

Ge1 T % +Atqn+ At (3 qn+éan+1)
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| —

, B=

[N TR

; question3: y=

J| —

. B =

B =

4) Question 2 : y=

5) On suppose que q(t) vérifie 1'équation différentielle (D), c'est-3-dire le systeéme
différentiel suivant pour U (1) :

w [ -Mlc -mk M p
ar = U+
1 0 0

On commence donc par metire le schéma (N) sous une forme analogue, en

remplacant la dérivée %—? pat le quotient des différences finies.

(IAJY) qn + Yan+1
i_{ (Un+1 —Un) =

L] 1 - e
qn+ At (5— B) q + Athml
Puis P'etreur de troncature est ict vectorielle :

(I.JY) qn + Yaml
T :i (Un+1 —Un) -

(;n+At (%—[3) qTl + At[iéjml

Compte tenu des formules de Taylor €tablies & la question 1, il suffit d'évaluer les
restes dans les formules de quadrature.

o L -[tnﬂ a ©)d0 = (1—) . + "
L q = (1Y) Oy 'qu_l

tnt1
(

@ i Ln t —0)i®d ~ A|G-P i*f"ém}

pour trouver l'ordre demandé.

* La formule (1) est a prioti du premier ordre, sauf siy ——;' et elle est alors dy 28me

ordre (formule des trapézes). L'ordre global du schéma est donc 1 siy# % .
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6)

. 1 ‘ , N . A
Siy= 35 la formule des trapézes est d'ordre 2, et un surcroit de précision peut &tie

donné par la formule de quadrature (2). Celle-ci est d'ordre deux si q (6) est approchée
par n'importe quelle constante compie tenu de l'infiniment petit (t,,— 9 aintégrer, et

elle est d'ordre trois siq (9) est approchée par l'interpolation affine proposée 4 la

question 3, ie pour B = % (cf question 4),

Algorithme

Dans les relations (N), les déiivées secondes sont calculées A l'aide de 1'équation
(D). Mais si B # 0, la présence de '(im L 20 second membre de la seconde équation 1end le

schéma implicite. 11 convient donc de calculer d'abord ce terme, en tenant compte du
schéma (N) et de 'équation (D) écrite A l'instant L1

[

Mq ., +Cq ,+Kq =p

On introduit dans cette relation q..°dq,, calculés par le schéma :
qu+1 + C {qn+ (l—v)Atqn + YAt 9ot }

+K{qn+AtE]n+At2(%—B)an+At2BEiﬂ+1} = Dy
D'oil 1e systdme 2 résoudre :

S Ein+1 =f
o S=M +yAtC+KpAL

f=p,; —C(4, + a-pacg ) ~K(q,+ary + G-pacy)
* Algorithme

b . connus.
q,9,

Calculer Eio par résolution du systéme (D).
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. q. 4, g connus

n

® § =4+ anag

(23

q* =q ¥ At qn + (%— B) At2 q {prédiction)
@ g, =p, - cq - Kq (résolution)

(iii) E‘In+1=51 + At'}’ Ein+1

Ay = q* + At2 B Ejm ) (incrémentation)
T Dans le cas simplifié d'un seul oscillateur non amoiti, l'algorithme précédent

s'explicite simplement :
. . 2 2
q.,=9,+U-NA (~w qn) + YAt (— qn+l)

4.1 =qn+Atc'1n+At2 (%— B (—co2 qn) + AP B (—cozqm_l)

c'est-d-dire ;
2 2
(l Y AL @ J g 1 (DAt ;
2 2 - 1 2 2
0 1+ AL ® At 1-G=-B)A" ®»
B 9 n+l 2 4 n

D'ot le résultat, avec :

R (S

A= )
g 1.2
- B I‘—EE-‘
o At
2 At2m2
et &= 7 2
1+ P w” Af
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8)

Onadet(A~—M)=7Lz—)»(2—(y+%) §2)+ 1-(y-3) &

Les racines sont complexes si le discriminant réduit A’ est négatif. Or :

A= 1 -5 (r+3) 52)2 - (1-6- D) 3

Il

271 1.2 .2
§ (z (v+7) & —1)-
A'SOéquivauta:
2
('y+%) o A< 4 (1+|3oo2 Atz)

c'est-a-dire :

4
cn2 At2

2
(y+5) — 4 < s

2
Cetie condition limite le pas de temps, sauf si (ﬁﬁ%) — 4B £0, auquel cas elle ne

donne aucune condition. Par ailleurs, ie produit des deux racines est égal au carré de leur
module commun, c'est-a-dire 1—(y-— %) &,2 . La condition I?\.|2 <1 équivaut 2a

1\ .2 . 1
(v-3) & 20 ie y25.
Les deux racines sont réelles si A' > 0. La condition :

1.2 4
(v+3) —4B>—
2 mzmz

donne une valeur minimale du pas de temps, ce qui indique que pour les valeurs toutes
petites de At, le schéma est instable. Ce type de comportement est en général rejeté par

les utilisateurs, et nous ne considérons pas ce cas dans la discussion qui suit .

2 .
. Siy < 1 , le schéma est instable si 2% et (y + —é—) < 4B, le schéma est stable

lorsque le pas de temps At satisfait a la condition (S).
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9} Le schéma optimal correspond 2 la limite de stabilité inconditionnelle, c'est-a-dire
VY= % B =Zl, qui donne un schéma d'ordre deux.

10) Dans le cas de deux valeurs propres complexes pour 'équation caractéristique,
ona:

A= pexp (ip)

2 1, .2
avec: p =1-(~{—§) &

§\ 1- 5+
1—%(%%) 3

tgo=

L'erreur relative de phase et d'amplitude s'obtient en comparant la solution exacte

de I'équation q + m2 q = 0 2 Ia solution numérique calculée par le schéma, c'est-a-dire A"

AR

4 une constante pres. On doit donc comparer (eimn_) a A" avec A donné plus haut.

L'erreur d'amplitude s'obtient en comparant les modules, or :

p-1 = p%i (0D =3 (-4 &)+ 0@

= —% (VH%) AP o + 0 (ath
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. . 1 . ,
ce qui montre que le choix y = 5 conduit & une erreur d'ordie 4 en At. Pour l'erreur de

phase, on compare I'écatt de périodes entre solution exacte et numérique, ramenée i la
période exacte.

AT o (ZH ZH]

T Q
211 AL w
. AT _oh
ie T = © -
or ¢ = Arctg (tg @)

= (g <P)—% (tg ) + 0(tg o)
= & (143 O+ &) (154D &2)—% £+ 0E)
-t (1[50 g0y 3 R 0@

1

= At (1—gco2m2)(1+1 2At2)+0(At4) si y=5

ﬂ(!)

= At 1—% (B—T%) 0)2At2)+ O(At4)

0} mAtL

(
1 ! [1+ 2 (B-1) mzAt2)+ 0 (At

1 1, 2.2 3
_— = 1+§(B—ﬁ)ﬂ) At + 0 (AL)

ce qui montre le résultat proposé.
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