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1 Introduction
Il est bien connu que certains problèmes d’ordonnancement ont un nombre de solutions opti-

males potentiellement exponentiel. C’est le cas du problème 1||Lmax. On considère ce problème
d’ordonnancement et des instances construites de la façon suivante. Pour une instance I quel-
conque, les travaux sont triés et renumérotés dans l’ordre des dates dues croissantes. Ensuite,
on ajoute à chaque date due la valeur du Lmax optimal. Chaque date due devient une date de
fin au plus tard impérative. On obtient ainsi une instance I ′ et pour cette instance, on sait que
la séquence (1, 2, ...n) est réalisable.

Le graphe des permutations est un outil mathématique (une structure de treillis) qui permet
de représenter l’ensemble des permutations de n éléments sous une forme relativement simple
à comprendre. La séquence S = σijπ a pour descendantes les séquences de la forme σjiπ pour
tous les couples (i, j) consécutifs dans S et tels que i < j.

Le graphe des permutations pour n = 4 est donné figure 1.

FIG. 1 – Permutoèdre pour n = 4

Un sommet quelconque de cette structure a des propriétés intéressantes, qui permettent de
donner les caractéristiques de tous ses prédécesseurs. Si on considère que chaque sommet est
une séquence, et si un sommet correspond à une séquence réalisable, alors on sait caractériser
très facilement tous ses prédécesseurs, qui se trouvent être également des solutions réalisables.

Le problème consiste à trouver dans cette structure la séquence de niveau le plus bas possible.
Ce problème a déjà fait l’objet de nombreuses études [1, 2, 3, 4].



2 L’ancien et le nouveau
Plusieurs méthodes de résolution exactes ont été proposées pour ce problème : trois modèles

de programmation linéaire et un algorithme de branch-and-bound [4] avec une borne inférieure
efficace en O(1). Ces méthodes ont été testées et les résultats étaient largement en faveur du
branch-and-bound pour certaines instances, mais plus mitigés pour d’autres.

Nous proposons une nouvelle méthode exacte, qui consiste à vérifier s’il existe une séquence
réalisable à un niveau donné N du treillis, et à procéder ensuite par dichotomie (le nombre
de niveaux dans le treillis est exactement n(n − 1)/2) pour trouver le niveau le plus bas qui
contient une séquence réalisable. Le problème se présente de la façon suivante avec les variables
binaires yi,j , où yi,j = 1 si i précède j, 0 sinon :

Trouver les variables yi,j t.q. (1)
n∑

i=1

n∑
j=i+1

yi,j = N (2)

yj,k + yk,l + yl,j ≤ 2, ∀j ∈ {1, 2, ...n},∀k ∈ {1, 2, ...n},∀l ∈ {1, 2, ...n}, j 6= k 6= l (3)
yi,j + yj,i = 1,∀i ∈ {1, 2, ...n},∀j ∈ {1, 2, ...n}, (4)

n∑
i=1

piyi,j + pj ≤ d̃j ,∀j ∈ {1, 2, ...n} (5)

Vérifier si une séquence réalisable existe à un niveau donné peut également se faire par
l’utilisation d’un programme par contraintes. Plusieurs algorithmes sont proposés et testés.

3 Conclusion et perspectives
L’idée de chercher une solution à un niveau du treillis plutôt que dans le treillis complet

nous permet d’aborder le problème sous un angle nouveau et devrait nous permettre d’avancer
sur la question de la complexité du problème.
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