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A la mémoire de Nicolas Bergeron

Abstract
We prove asymptotic results for the singular series associated to the distribution of
three primes. Assuming a quantitative version of Hardy and Littlewood’s conjecture
on prime 3-tuples, we deduce an asymptotic formula related to the joint distribution of
three primes. This improves recent results of Kuperberg and completes results by Mont-
gomery and Soundararajan. Following the Montgomery and Soundararajan approach,
we derive conjectural applications to the distribution of primes in short intervals.

1 Introduction

La conjecture des k-uplets de nombres premiers par Hardy et Littlewood [7] s’écrit

> T[A+d)) = (8(D) +o(1))x (z — 400)

1<n<z j=1
avec D := {dy,...,d;} un ensemble de k entiers distincts et S(D) la série singuliere définie
par
1\—* v,(D)
&(D) = (1--) (1—p—>,
o =11 (1-; -

avec v,(D) est le nombre de classes de résidu modulo p parmi les éléments de D. Ce produit

eulérien est bien convergent puisque pour les grandes valeurs de nombre premier p nous

avons ,(D) = k. De plus, &(D) est nul s'il existe un nombre premier p < k tel que v,(D) = p.

Nous renvoyons a [I] pour la pertinence de ce modele et les implications de cette conjecture.
D’apres [14], eq. (2)], la série singuliere vérifie aussi la relation

k k
11(g5) a;d;
sm- Y ([[A2) 3 o3 u),
' (7.4,)=1
Zjaj/qJEZ
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avec e(t) := e*™_ Nous notons Ag = A — 1 la fonction arithmétique de moyenne asymptoti-
quement nulle construite a partir de la fonction de von Mangoldt A. La conjecture de Hardy
et Littlewood s’écrit alors

Z HAO(n +d;) = (6o(D) 4 o(1))z (z — 400)

1<n<z j=1

avec &¢(D) définie (voir [14, eq. (9)]) par

k
w(g;) a;d,
i) - Y (ITHL) 5= o3,
e v (g;) o VO
’ (a,0)=1
Zjaj/quZ

Le théoreme des nombres premiers fournit So({d}) = 0 pour tout d > 1.

Considérant
Rk(h) = Z 60({d17"'7dk})7

dye..,dy,
1<d;<h
djdistincts
Montgomery et Soundararajan [I4] ont établi pour tout k& > 1 fixé et h > 1 l'estimation
asymptotique
Ri(h) = (= hlog h+ AR)"? 4 Oy (RF/>- /@4y (1.1)

ot A =2~ —log(27) et uy, = (2K)!/2¥ KN si k = 2k’ est pair et 0 si k est impair. Pour
cela, ils utilisent l'article important de Montgomery et Vaughan [15]. Rappelons aussi que,
d’aprés [5], la somme relative & & et non Gy est équivalente & h* pour tout & > 1. Cela
s’explique notamment dans le fait que &(D) est toujours positif ou nul.

Lorsque k est impair, la relation (ILI]) ne fournit pas d’équivalent asymptotique. Lemke
Oliver et Soundararajan [I3] et Kuperberg [9] conjecturent lorsque k est impair fixé et h > 2

la relation
Ri(h) =< RE=D/2(1og p)k+1)/2 (1.2)

et Kuperberg [9] montre la majoration R3(h) < h(logh)®. De plus, Bloom et Kuperberg [2]
montrent pour tout k > 3 impair fixé, h > 2, la majoration

Ry (h) < B D72 (10g h) O+,

Le but de cet article est de déterminer une évaluation asymptotique de Rs(h). Nous
notons loglog = log, . Nous obtenons l'estimation suivante pour laquelle nous n’avons pas
cherché a obtenir dans le terme d’erreur le meilleur exposant possible de log, h.

Théoreme 1.1. Lorsque h > 3, nous avons

Ry(h) = 2h(log h)? (1 4O (%))



Récemment, Leung [12] a étudié des généralisations de Rj(h) ou les conditions d; = a
mod 7 sont rajoutées a la somme définissant Ry (h). Il est clair que nos méthodes fonctionnent
dans ce cadre.

Déterminer un équivalent asymptotique de R3(h) est la premiere étape cruciale pour es-
timer asymptotiquement Rogi1(h) pour tout k£ > 1. L’estimation de R3(h) du Théoreme [
permet de conjecturer 'ordre asymptotique des moments d’ordre impair. Nous retrouvons
la conjecture ([[L2]) et nous la précisons.

Conjecture 1.2. Soit k > 1. Lorsque h tend vers l'infini, nous avons
Rojr1(h) ~ (—1)Fropq i (log )1,

avec
Toky1 = %(274? + 1) ko

Expliquons maintenant I'intuition qui nous permet d’énoncer cette conjecture. Dans le
cas pair d’apres [I4], les cas dominants correspondent aux deux 2k-uplets (aq,...,as) et
(q1,---,qox) tels que ¢; = Giry et aj1) = ¢ — a; pour tout 1 < i < k et tous les autres cas
obtenus par permutation des indices. Dans [14], cela permet d’obtenir lorsque A tend vers
I'infini 1’équivalent

Roj(h) ~ piogRo(h)* ~ pia(—hlog h)*.
Pour une estimation de Ry établie dans [I4], on pourra voir infra (5.2). Dans le cas im-
pair, les cas dominants devraient correspondre aux deux (2k + 1)-uplets (ay,...,asks1) €t
(q1,- -+ Gory1) tels que asg—1/Gop—1+aok/Gor+aoks1/Gorr1 € Z et ¢ = Giyp—1 €t Qiyp1 = G—a;
pour tout 1 < i < k — 1 et tous les autres cas obtenus par permutation des indices. Cela
permet d’espérer lorsque h tend vers l'infini 1’équivalent asymptotique

2k+1
Roji1(h) ~ ( 5 )N2k—2R3(h>R2(h)k_l.

Notre Théoreme [[LT] et I'estimation (5.2)) permettent de formuler notre conjecture.

Notons enfin qu’il n’y a pas d’obstacle conceptuel pour que la méthode de la preuve du
Théoreme [Tl ne fonctionne pas pour estimer Roy1(h) lorsque k > 2. En revanche, le nombre
226+l _ 9k — 2 de variables qui parametrent les dénominateurs g; devient vite trop grand
pour étre facilement appréhendé.

Nous développons maintenant une conséquence importante du Théoreme [L.Il Nous esti-
mons lorsque £ = 3 le moment

M(X.h) 2= % 3 (w04 ) — vn) )

1<n<X

k

ou
Y(x) =Y An).
1<n<zx
Conditionnellement & une forme quantitative de la conjecture de Hardy et Littlewood, Mont-
gomery et Soundararajan [I4] établissent une estimation asymptotique de M (X, h) lorsque
k est pair. Lorsque k est impair, ils n’obtiennent qu'une majoration. Nous reprenons les

hypotheses de [14].



Théoréme 1.3. Soit Ey(x; D) défini par la relation

> [[Am+d)) = &(D)x + Ey(a; D), (1.3)

1<n<z j=1

lorsque D = {dy, ..., dy} avec les d; dtsincts. Supposons qu uniformément lorsque 1 < k < K,
0 <2 < X et D un ensemble de k entiers d; distincts tous < h nous ayons |Ey(x;D)| <
Ex(X,h) avec Ex(X,h) > vX. Alors, avec B := 1 — v — log(27) ot 7 est la constante
d’Euler, pour tout € > 0, nous avons lorsque h < X /3

M;3(X, h) :h(%(log h)? — 3(log h — B)(log X) + (log X)z)

+ O(h(log h)(logy h)** + h(h +log X)?E3(X, h)/X + h'/*™ log X). (14)

Le Théoreme fournit un équivalent asymptotique de M3(X, h) lorsque, par exemple,
il existe ¢ > 0 tel que (h + log X)*E3(X,h) < X(log X)?*¢. L’hypothese (L3) avec la
majoration E3(X,h) <. X'/?* pour tout € > 0 implique I'’hypothese de Riemann.

Sous 'hypothese de Riemann, il est établi dans [4] une minoration d’une forme pondérée
de (—1)¥M;.(X, h) mais pour des valeurs de h trés proche de X (par exemple dans I'intervalle
X/(log X)*/271=¢ < h < X). Les deux résultats n’ont donc pas d’intersection de domaine de
validité.

Sous I'hypothese de Hardy et Littlewood avec Eyx(X,h) < X/2*¢ pour tout & > 0,
Montgomery et Soundararajan [14] établissent I'estimation valable dans le domaine log X <
h < ;Xfl/zl{

H \ -1/16K
)+

hK’ X . P
M2K(X,h)—,u«2Ky/0 (logx/h+ B) dx+0((logX) H <@

HKX—1/2+€) )

La conjecture et celle de Hardy et Littlewood nous permettent d’obtenir une expres-
sion conjecturale de My (X, h) pour tout K impair. Dans le cas K = 3, nous retrouvons une
forme affaiblie du Théoréme

Théoreme 1.4. Soit K > 1. Sous la conjecture [L.2 et celle de Hardy et Littelwood énoncée
au Théoréme [I3, lorsque h et X tendent vers Uinfini avec log X < h < XYCEHD " nous
avons

M2K+1(Xa h)

=(3 + 0(1)),ugK+2KhK(log(X/h))K_1 (5(logh)? — 3(log h)(log X) + (log X)*) (1.5)
+ O(R*" ' By 1 (X, h)/X).

Nous détaillons maintenant notre méthode pour établir le Théoreme [I.1] en essayant de
mettre en valeur les idées de nos preuves.
Dans toute la suite, h sera un entier > 2. Nous considérons

e(ha) —1

O (x e R\ Z).

En(a) = Z e(da) = e(a)

1<d<h



Nous introduisons la somme V5(h) définie par

= Y Hu(qg:) 3 HlEh@_j) (1.6)

P(qiq2q3)<h® j=1 (‘0(%) ai,a2,a3

. 1<a.<q,

QJ>2 XYy

(aj,q;)=1
Zj aj/qj €L

qui correspond & la somme R3(h) avec la restriction supplémentaire P(qi¢2q3) < h?® mais sans
la condition d; distincts. Ici, et dans la suite, P(n) désigne le plus grand facteur premier d'un
entier n avec la convention P(1) = 1. Nous posons ¢q := Hp<h3 p. Suivant [ lemmes 2.4 et
2.5], pour tout € > 0, nous avons

B (42 ooh — B)—1_
Rs(h) =Vs(h) h(@(Q)) +3h(logh = B) 25 (1.7)

+h(—6logh+ 6B +4) + O(h'/*).

L’estimation de R3(h) se réduit donc a celle de V3(h).
Comme dans [9], pour les entiers ¢; de la somme (L)), nous utilisons la décomposition

G =9yz, G =grz, g3 =gy, (1.8)

avec ¢, x,y, z des entiers naturels premiers entre eux. La condition ) ;@ /q; € Z est alors
équivalente a

a1 + ay + azz = 0(modgzryz). (1.9)
Nous pouvons donc écrire
2
TYz
V= Y DIV 0y ), (1.10)
. P(9)elgryz)
P(gzyz)<h

9Yz,9x2,gTry>2

avec

Vg, x,y,z;h) = Z ﬁEh(Z_j> (1.11)

ai,az2,a3  j=1
1<a;<q;

(aj,q5)=1
>0 a5/ EL

Comme cela a été remarqué par Bloom et Kuperberg [2], la condition ;aj /q; € Z inter-
vient dans de nombreux problemes importants. Nous renvoyons & [2] pour une bibliographie
complete. La difficulté principale de 'estimation de la somme V3(h) provient du caractere os-
cillant du facteur p(g). Dans [9] et [2], ce terme est majoré en valeur absolue ce qui empéche
d’obtenir un majorant meilleur que h(logh)?.

La premiere étape de la démonstration du Théoreme [LT] consiste a utiliser les symétries
du probleme afin de se placer dans un ensemble de comptage tel que x > y > z. Pour cela,
nous introduisons les quantités

X=2 vYv=2k Z=2° (1.12)



et nous scindons alors le domaine de la sommation en des sous-domaines définis par
X<r<2X, Y<<y<2Y, Z<z<27 (1.13)

Ainsi lorsque (z,y, 2) est fixé, nous avons (LI2)) avec

I b | R !

Nous écrivons aussi
O =9YZ, Qyx=gXZ, (Q3=9gXY

de sorte que
Q1 <@ <4Q1, Q2 < g2 <4Qy, Q3 < g3 <4Qs.

Au Lemme B.T], pour des raisons de symétries, nous pourrons alors nous placer dans le cas ou
X >2Y > Z. La partition du domaine en (z,y, z) en des cubes dyadiques est un des points
importants de notre méthode.

Pour pouvoir estimer précisément V3(h), il est donc important d’estimer asymptotique-
ment la somme intérieure V (g, x,y, z; h) apparaissant dans le membre de droite de ([L.6). Si
on somme selon les variables a; et ag, la congruence (L9) devient ayz + asy = 0(modz).
Les entiers a; contribuant principalement a la somme vérifient a; ~ ¢;/h ~ Q;/h. Ainsi si
on fixe a; et on considere la congruence modulo z vérifiée par as, on obtient une estimation
précise lorsque Qo/hz > T et Q1/h > T ou T est un parametre suffisamment grand (7" sera
pris & la fin de la démonstration égal & exp{150(log, h)?}). Cela sera fait au Lemme en
utilisant une sommation d’Abel de dimension 2 (voir Lemme 2.T]).

De méme lorsque @1/h < 1/T, la contribution attendue est petite puisque heuristique-
ment a; ~ ()1 /h. Cela sera montré au Lemme 33

Lorsque a; et ay ne varient pas dans des intervalles suffisamment grands, nous som-
mons par rapport aux variables = et y satisfaisant a la congruence a;x + asy = 0(mod z).
Si X > ZT* par exemple, cela devrait étre suffisant. Ici apparait un des apports les plus
importants de D'article. On ne doit pas sommer la fonction constante mais une fonction
arithmétique proche de p? la fonction indicatrice des entiers sans facteur carré. Or I'estima-
tion de Hooley [8] qui s’écrit

S um? = a1+ 0((%)1/2 + 7113 (1.14)

I<n<X ™ plz
n=a mod z

ne fournit une estimation non triviale que lorsque Z < X2/3~¢. Notons que I'estimation (.14
précise le résultat de [I8] et quun plus grand domaine défini par Z < X?/36=¢ g été ob-
tenu dans [17]. Heureusement, des résultats en moyenne obtenus par Le Boudec [11] rendus
explicites pour 'occasion (voir Lemme 2.8 puis les Lemmes 2.9, 2Z.11] 2.12)) permettent de
surmonter cette difficulté pour obtenir des estimations lorsque X > ZT* avec, 1a encore, T
un parametre suffisamment grand.

Les oscillations de p(g) permettent de se placer dans le cas ou g est petit disons g < T
(voir Lemme [£.4)). Le reste du domaine & couvrir est alors suffisamment petit pour conclure.
Nous renvoyons aux Lemmes et ol sont établis des majorations suffisantes.



La deuxieme section est consacrée a 1’énoncé et a la démonstration de résultats techniques
nécessaires a 'estimation de V3(h). On pourra 'omettre en premiere lecture. Ces résultats
sont soit obtenus par des méthodes classiques, soit conséquences des travaux de Le Boudec
sur I’équirépartition des entiers sans facteur carré dans les progressions arithmétiques. Notons
aussi le Lemme 217 qui permet d’estimer des sommes nouvelles dans ce contexte.

2 Lemmes techniques

2.1 Sommation d’Abel en deux variables et majorations d’intégrales

Lorsque f est une fonction arithmétique en deux variables, notons

S(av, e f)i= Y flnna).

1<ni<n
1<na<a2

Nous énoncons une formule de sommation d’Abel de dimension 2.

Lemme 2.1. Soient f une fonction arithmétique en deux variables et g une fonction C sur
[0, +00[%. Alors pour tout x1, x5 = 1, on a la formule

S(x1,m2; fg) = g(w1,22)S (21, 723 f) — /0“"’1 S(t1, w25 f)O1g(ty, w2)dt,
(2.1)

—/ S(xl,tg;f)82g(x1,t2)dt2+/ / S(tl,tg;f)&izg(tl,tg)dtldtg.
0 0 0

De plus lorsque M est de classe C sur [0, +oo[? satisfaisant M(t;,0) = M(0,t3) = 0 pour
tout t1,1t9 = 0, nous avons

z2

(M)(a1, 22) — / " (M) (11, 1)t — | o) t)ar,

0
1 2 1 T2 (2‘2>
+/ / (Mang)(tl,tg)dtldtg :/ / (g@iQM)(tl,tg)dtldtg.
0 0 0 0

Remarque 2.2. Ce résultat vaut aussi pour les sommes de la forme

Z f(n17n2>’

1<ni <z
1<na<x2

Démonstration. En appliquant successivement deux fois une sommation d’Abel, nous obte-
nons

S(x1, w23 fg) = Z (f(n1>5172)g(n1,1'2)_/1x2 Z f(nl,nz)azg(nl,t2)dt2)

1<ni<x1 1<na<ta

= g(x1,22)S(x1, 23 f) —/ S(ty,z9; f)Org(t1, x2)dty
1

—/ 5(I1,t2;f)329(551,t2)dt2+/ / S(tr, to; [)OF 09 (1, t2)dtrdls.
1 1 1



Nous déduisons la formule (2.I]) en remarquant que les sommes S(t1, to; f) sont nulles lorsque
€ [0,1] ou t; € [0,1]. Nous ne détaillons pas la preuve de ([2Z.2]) qui consiste a faire deux
intégrations par parties. U

Nous introduisons la quantité

1

Ef(t) = T (2.3)

Lemme 2.3. Lorsque h > 2, nous avons
1/2 1/2
/ EF (1)dt < log h, / B (1) Ef (s + t1)dts < B (1) log b

—1/2 —-1/2

et

12 p1/2
/ / Ef(t1)Eyf (ta) Eff (tg + t1)dt dty < h,

1/2 1/2

/ / tlE:(tl)E;(tQ)E;—(tQ + tl)dtldtQ < (lOg h)2,

1/2J-1/2

/ / tita By (t1) B (ta) B (to + t1)dtdts < log h.
—1/2J-1/2

Démonstration. Pour démontrer la deuxitme majoration, nous distinguons le cas [ta| < $|[t1]|

du cas |t2] > 3||t1]| et nous utilisons [ {/2 E;f(t)dt < log h. Nous n’indiquons pas plus de

détails. O

2.2 Estimations de sommes de fonctions arithmétiques

Posons x x
i [ 2 (A 2
o(X,q) := mm{ . + (log 3X)*, <q + 1>(log23X) }

Nous considérons

n 2n2
S(X:q,a,m) = M Segam = Y P @4
1<n<X 2 n) 1<n<X
n=a mod ¢ n=a mod ¢
(n,m)=1 (n,m)=1
n)*n?
sxigi= 3 M s = Y ui)® (2.5
1<n<X (p(n) 1<n<X
(n,g)=1 (n,g)=1

Lemme 2.4. Soient a,q,m € N tels que (a,qm) =1, (¢g,m) =1 et X > 1. Nous avons

S(X;q,a,m) < o(X,q). (2.6)



Démonstration du Lemme[2.4). La majoration par le second terme du maximum découle de
la majoration n/p(n) < log,(3n).
Pour établir la majoration par le premier terme, nous écrivons

n2 Iu2(k,)2w(k)
O < kz: —

La somme a majorer est donc

w(k) w(k)
»> 7“2(22 ' o< Y 7“2(]{;]12 i (‘qX—kH),

k<X n=a mod ¢ k<X
(k,q)=1 k[n (k,q)=1
1<n<X
ce qui fournit aisément la majoration annoncée. O

Nous rappelons aussi le résultat suivant dont nous n’indiquons pas la preuve.

Lemme 2.5. Soient § une fonction arithmétique et Mg > 0 tels que

— [£(n)]
Z nl/2 < M.
n=1

Lorsque T' > 1, nous avons

Z w :log2i$+0<%>

T<n<2T n=1

et

Y @xHm) =Ty ¢n) + O (MT?).

1<n<T n=1

Nous posons

plm
Nous notons

L(X) :=exp+/log X,
et rappelons la notation (2.0)).

Lemme 2.6. Lorsque m € N et X > 1, nous avons

6.X

Suz(X;m) = m

+O(1p1/3(m)2X1/2£(X)_1). (2.8)
Remarque 2.7. Le facteur supplémentaire L(X)™" dans le terme d’erreur est crucial pour

notre application. La valeur % dans le terme d’erreur peut étre aisément remplacée par tout
réel < %



Démonstration. Par souci de complétude, nous indiquons les idées de la preuve qui sont
tres classiques. Lorsque m = 1, ce résultat est bien connu et peut étre obtenu a partir
d’une application de la méthode de I'hyperbole compte-tenu de la relation de convolution
u*(n) = > a2|n #(d) et d'une conséquence du Théoréme des nombres premiers qui s’écrit

> un) < XL(X)™
n<X
Soit A la fonetion de Liouville. La relation de convolution
s = 3 Ao/ (29)

fournit

=) Ad)S,2(X/d; 1).

d|m®>

Nous utilisons alors le résultat obtenu lorsque d < v X alors que lorsque VX < d < X la
majoration triviale < X/d suffit. Nous avons

Z ﬁ < Prja(m)?, Z # < Pry3(m)ihasz(m) < by js(m)?. (2.10)
dlm®> dlm®>

La seconde majoration de (2.10) et I'astuce de Rankin fournissent alors le résultat recherché.
Nous n’indiquons pas plus de détails. O

2.3 DMajoration de Le Boudec rendue explicite et ses conséquences

Nous rappelons les notations (2.4]) de S,z et S. Notons

6.X
Ee2(X;q,a,m) :=8,.2(X;q,a,m) — ,
g ! 230( )<P 1(mq) 2.11)
2—-1/p '
E(X;q,a,m):=5(X;q,a,m ( )
( ) ( )~ m20(q)p-1(mq) ]p 1)*(1+1/p)
et
M2,u2(X>qam) = Z E,LLQ(X;qaa'a m)27 M2(X7q>m) = Z E(X;qaa'a m)2‘ (212)
1<a<q 1<a<q
(a,q9)=1 (a,q9)=1

Notons que lorsque ¢ un nombre premier vérifie X*/1'*¢ < ¢ < X et X/q tend vers
infini, il existe des estimations asymptotiques de E,2(X;q,1,1) (cf. [6]). Nous rendons
explicite la majoration du théoreme 1 de Le Boudec [I1] valable pour tout entier ¢ qui est
une amélioration de celles de Blomer [3] et de Nunes [16].

Lemme 2.8 ([I1]). Lorsque 1 < ¢ < X tel que u(q)* = 1, nous avons uniformément

X ) < X(log2X)?2+(0). (2.13)

My,2(X,q,1) < (log X)? <2w(q)Xl/2ql/2 4 4ela )q1/2

10



En premiere lecture, la preuve de ce lemme pourra étre omise.

Démonstration. Nous nous contentons d’indiquer les changements a faire par rapport a la
démonstration de la proposition 1 de [I1]. Les notations utilisées ici sont celles de [IT]. Les
lemmes 2 et 3 de [11] ont une version explicite établie dans [10]. Comme nous I’a indiqué
Shuntaro Yamagishi, il faut rajouter au lemme 2 de [10] un facteur 7(¢)¢(q)/q a Ey(q) alors
que le lemme 9 de [10] est juste sous la forme publiée. D’apres le lemme 2 de [10] ainsi corrigé,
on peut remplacer le majorant ¢°M (g, ai,az) dans le lemme 2 de [II] par M(q,aq,as) +
(q/(q))*(log 2q)*7(q). D’apres le lemme 9 de [10], on peut remplacer le majorant ¢°(Fy Fy+q)
dans le lemme 3 de [11] par

24 (q/p(q))*(log 29)*(T(q) L Fs + q).

La modification de 1’énoncé du lemme 2 de [II] n’influe pas sur le résultat. Il suffit alors
de suivre la démonstration de la proposition 1 de [II] en choisissant la méme valeur du
parametre y et en utilisant la majoration

card{1 < p < q:p* =amod ¢} < 2w(9)

uniforme pour (a,q) = 1 et la borne (q/go(q))g(log 2¢)* < (log2X)3. Nous ne fournissons
pas plus de détails. 0

Nous montrons le méme type de majoration pour tous les My ,2(X, ¢, m) puis pour
M (X, q,m). Nous rappelons la définition ([2.7)) de 1,

Lemme 2.9. Lorsque (g,m) =1 et 1 < q< X tel que u(q)* =1, nous avons
Ma,2(X, g, m) < by /a(m)* X (log 2X)72+(@ (2.14)

et
Mo(X, q,m) < 1 /2(m)* X (log 2X )24, (2.15)

Remarque 2.10. La borne triviale est en O(X?/q+q). Donc nous obtenons ici une amélioration
de la borne triviale des que q < X/T avec T plus grand qu’une puissance de log X .

Démonstration. En utilisant 1'identité de convolution (2.9]), nous obtenons

ZA(d)( > u(n)z—HO_%)%)

2

Moy, (X qm) = )

1<a<q | d|m®™> 1<n<X/d plg
(a,9)=1 (d,q)=1 dn=a mod ¢
Ald)? 1\2X%0(q)
-1/2 1/2 N\ .
<2( S d ) Y d M27“2(X/d,q,1)+2(z ; ) H(1 p2) e
d|m®> dlm®™> dlm®™> plg
1<d<X 1<d<X d>X

Avec la majoration (2.10), la méthode de Rankin fournit

A(d) 1 Y1/2(m)?
DIE S Dy Y,

d|m®° dlm®
d>X

11



En utilisant (2.13]), nous obtenons finalement
M2,,u2 (Xa q, m) < wl/Q(m)4X(1Og 2X)52w(q) .

Estimons maintenant My (X, g, m). Lorsque Re(s) > 1, un simple calcul fournit

3 G~ =) L+ = mrn) 25

n=1 n=1

Nous notons f; la fonction arithmétique dont la série de Dirichlet correspond au produit
eulérien ci-dessus de sorte que

= (1** f1)(n). (2.16)

De (216) puis (2.14]), nous déduisons

> h(d ( . un)y - o4 (mq))

2

My(X qm) = )

2
1<a<q 1<d<X 1<n<X/d ™ dSO(Q)SO—l
(a,9)=1 (d;mq)=1 dn=a mod g
(n,m)=1
1
<2 Y ) X IA@PET M e(X/d g m)
1<d<X 1<d<X
(d;mq)=1 (d,mq)=1
d)\? 36X?2
I R v
o d ) me(q)e-i(mg)
(d,mq)=1

En raisonnant de la maniere que pour My 2(X, ¢, m), nous obtenons aisément le résultat
annonce. O

Nous considérons la fonction arithmétique en deux variables f, définie par la relation de
convolution

S(( ) A S s e Vo .17
=y

ou ¢ est 1'élément neutre de la convolution valant 1 en 1 et 0 ailleurs. Lorsque Re(s;) > 1 et
Re(sg) > 1, il vient

2

p(x)?a* p(y)y ( 1 1
~T1(1+ n )
xgl (x) 23631 o(y)?y* 1;[ (1—=1/p)?p* = (1—1/p)*p>
(zy)=

— p(x)? (v)? fold, da)
( 51 Z,U.i) Z Cdrdy

= Yy dy,d2>1

12



avec

2(dy, do) 2 —1/p)(1/p* + 1/p* 1
3 f :H(1+( (2—-1/p)(1/p™ +1/p*) )

di,d2>1 81d82 1- 1/p)2p(1 + 1/]381)(1 + 1/p52) N (psz + 1)(ps1 + 1)

Nous notons aussi le calcul

f2 d1>d2 o 1+ 1/p2 B C(2)3
Z Cdidy 1;[ ((1 —1/p)2(1 + l/p)2> O (2.18)

dy,d2>1

Nous énongons une conséquence directe du Lemme 2.9 (voir aussi [11]) et du Lemme 2.6l

Lemme 2.11. Lorsque X,Y > 1, ¢ > 1 tel que u(q)*> =1 et (u,q) = 1, alors

36XY
S2(X5q,a,1)5,2(Y;q,au, 1) —
2 St e NSel e ) = e
(a,9)=1 (2.19)

XPL(y) "t + YL (x) )

< (XY)Y2(log 2X)*?(log 2Y)%/22%(@) (1 +
q

Démonstration. Nous pouvons supposer X > Y. Le terme a estimer s’écrit

36XY
S2(X;q,a,1)S 2(Y;q,au, 1) —
Z ' ' T o(q)e-1(q)?
(a,q)=1
ZQL > Be(Yigau 1)+ ————— Z Ba(Xi0.0.1) (550,
mo(g)e-1(a) |52, 1<a<q .
(a,9)=1 (a,q)=
+ Z EMZ(X;Q>Q71)EM2(Y; qaa'u>1)'
1<a<q
(a,q)=1

Or d’apres le Lemme [2.6] nous avons

6.X _
> Ba(Xig,0,1) = 5a(Xi0) = o < (g X PL0
ol mp-1(q)

(a,9)=1

Pour majorer le dernier terme du membre de droite de (2:20), nous appliquons la borne de
Le Boudec (214]) via I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Le terme d’erreur est donc bien

XYL
q
< (XY)"*(10g 2X)2(log 2Y)*/22@ (1 +

< P1y3(q) + (XY)Y?(log 2X)*/?(log 2Y)?/?2%(@)

X12L(y) !
— )

13



Lorsque (ajas,9q) =1, (g,q) = 1, nous introduisons la somme

p(x)*a? 1(y)*y?
W(X.Yig,q.a1,0a2) := > . S /
1<a<q I<e<X QO(,’,U) 1<y<yY QO(y)
(a,q)=1 agr=az(mod q) agy=—ai(mod q)
(z,a2g9)=1 (y,a19z)=1
Nous observons
W(X,Y;9,q,a1,a2) = S p(@)?a p(y)*y?
1<e< X, 1<y<Y QO(LL’)2 So(y>2

a1z+a2y=0(mod q)
(y,a1992)=1, (z,a29¢)=1

Nous aurons aussi besoin d’estimer la somme

W x)°x
(X,Y:9,q,a1,a2) == 3 M(())2 M(gé)
1<a<X, 1<y<Y wlr ey
a1z+a2y=0(mod q)

(y,a19q9x)=1, (z,a29q)=1
(a1z+a2y,9)=1

Nous introduisons les fonctions arithmétiques w et w* définies par

w(g,ar,a2) =[] (M) I1 (1_1/p+1/p2), (2.21)

2 2
ey LT 1+1/p
pi(ai,az2)
“ 12 (9)
" — Z/p ©209
w*(g,q,a1,az) == w(gq,a, as) ( ) = w(gq,ay,as) ) 2.22
H 1-1/p ©1(9) (2.22)

plg

Le lemme suivant sera utilisé pour démontrer le Lemme .2

Lemme 2.12. Lorsque X,Y > 1, ¢ > 1 tel que pu(q)? = 1 et (a1a2,9q) = (9,q) = 1, nous
avons alors

(2) w(gq,al,ag)
ORI

< Yiy3(a19)*3(a29)*(XY) 2 (log(2XY)) 524 <1

W(X7Y;qu7a17a2) -

Ny

N XYV2L(Y)™ + Y1/2£(X)—1>
q Y
et

W*(X,Yg.q.a1,5) - ggixyw“g;f{qa)n@)

< 296y 5 (a19)%b1 3 (a29) 2 (XY )2 (log (2XY))524@ (1 +

XV2L(y) '+ Y1/2£(X)‘1)
. .

14



Démonstration. La seconde estimation se déduit de la premiere par une simple interversion
de Mo6bius puisque

W*(X>Y;gaQ>alaa'2) - Zu(k)W(Xayvg/ka kQ>a1aa'2)'
klg

Estimons donc la premiere. Nous avons

(o) W)
W(X,Y;g,q,al,ag): Z Z B Z 5
1<a<q 1<z<X 4,0(3:) 1<y<y QO(y)
(a,q)=1 z=aa2(mod q) y=—aai(mod q)
(z,a29)=1 (y,a1gz)=1

En utilisant la relation (2.1I7) et deux fois I'identité de convolution (Z.9]), nous obtenons alors

W(X.Yig qaa) = ) foldidy) ) dooou@)? D wy)

d1,d2>1 1<a<q ’'<X/d1 y'<Y/d2
(d1,a299)=1 (a,9)=1 dy2'=aas(mod q) d2y'=—aa1 (mod q)
(d2,a199)=1 (z',a29)=1 (v',a19)=1
o 11\2 112
= E fa(dy, ds) E A(l)A (L) E E p(x") E n(y")”.
dy,d2>1 £1|(a29)°o 1<a<q $l<X/d1£1 y”gY/dzfz
(d1,a299)=1 la|(a1g)® (a,q)=1 dil1z" =aaz(mod q) dal2y"' =—aa1 (mod q)

(d2,a199)=1

Nous reconnaissons que la triple somme intérieure est la somme estimée au Lemme 2.11]

avec u défini par la congruence u = —(dylyas)~'d¢1a; mod ¢. Nous I'estimons grace a (2.19)
en utilisant (ZI0) et la borne
| f2(dy, d2)]
Z d1/2+1/(log2X)d1/2+1/(10g2Y) < log(2XY).
dy,d2>1 2

Le terme d’erreur est alors

XVPL(y) "t Yo (x) ! )

< hry2(a19)" P12 (azg)*(XY)? (log(2XY) )24 (1 + q

|f2(dla d2)|
Z d1/2+1/ log2X)d1/2+1/(log2Y)
dy,d2>1 2
(d1,a299)=1
(d2,a199)=1

< 1/2(a19) 1 /2(a29)*(XY)? (log(2XY') )24 (1 n

XYV2L(Y)™ + Y1/2£(X)—1>
. .
Compte-tenu de ([ZT9), le terme principal est égal a

36XY 2(dy, dy AL )N (Lo
_ s L) s MGG

meleale? T dde SR hb
(dlleZQQ):l la|(a1g)®
(d2,a199)=1 d101<X,dola<Y

15



Nous complétons la somme en otant les conditions dif; < X et doly < Y. D’apres ([2.10),
Ierreur faite est

XY o(dy, do)|((dy/ X)?3 + (dy) Y )3 1
Z|f( )|((d1/X) (/))Z

<< - [
2 1/3
v(@)p(0)?® 4=, drdy ol (l162)
(d1,a29q)=1 £2](a19)®
(d2,a199)=1
XY1/3 + YX1/3
< 2@ U1y3(a19) 1 3(a29)?,
ce qui est englobé dans le terme d’erreur.
D’apres (2.I8)), le terme principal est donc
B 36XY Z fa(dy, dy) Z A(l)A(fs)
- 2
(d1,a29q9)=1 £2|(a19)>
(d2,a199)=1

_ XY fo(dy, dy)

C2Pe(@)p-1(0)*0-1(ag)p-r(azg) 4= didy

(d1,a2gq)=1
(d2,a199)=1

_ ()XY 1 ((1 - 1/p)2) I (1 —1/p+ 1/p2) I ((1 - 1/p)2)

C(4)p(q) 1+1/p? 1+1/p? L+ 1/p* )

plgg plaias pl(a1,a2)
piai,a2)
Cela acheve la démonstration. O

2.4 Estimations usuelles de certaines doubles sommes

Nous aurons aussi besoin de sommer la fonction w*. Nous rappelons ici la définition ([2.7))
de ¢;.

Lemme 2.13. Lorsque ¢ > 1, a1, Ay > 1 nous avons

2. W) = Ziﬁ;)ﬁ((?) CC((;))ZA2 + O (t12(a199) 43).
1<az <Az

Démonstration. Lorsque (ajas, gq) = 1, nous écrivons

\ ~ palg) (1-1/p)y
w (g>Qaa1>a2) = 901(9) H (W>W(1,a1,a2).

plgq

16



Lorsque Re(s) > 1, un rapide calcul fournit

— w(l,a,ay) 1—1/p+1/p? (1-1/p)*
(a2,99)=1 plai
1-1/p+1/p°
11 (1 PO - 1>>
play
1— 1/ps+1 1
:C(S>plg]< 1+ 1/p? >}|_g[q<1_]¥>

1—1/p+1/p>+ (1 —1/p)*/(p° —1)
I1( )

1+1/p*—1/ptts

pla

Grace au Lemme 2.8 nous en déduisons I'estimation

¢(4) ( 1 2 41/2
E w(l,a,a9) = —————— 1+—)A +0 a1)? Ay 7).
~ ( 1 2) C(2)2§0_1<gq) H p2 2 (¢1/2(gq 1) 2 )
az< plgq
(a2,99)=1
Cela fournit le résultat requis. O

Lemme 2.14. Lorsque q > 1, nous avons lorsque Ay, Ay > 1

Z w*(g, q, ar, as) = <P1(QQ)3902(9) ¢(4) A A, + 0(2“(9‘1)(%11 + Ay) log(2A1A2)).

1<a1<A; v_1(99)¥1(g) ¢(2)?

1<a2 <Az

Démonstration. La méthode est bien connue. Nous détaillons les calculs afin de déterminer
le facteur de A;As que nous obtenons. Lorsque (ajaz, gq) = 1, nous écrivons

\ p2(9) (1-1/p)
w (g>qaa1>a2) = 4,01(9) H <W>w(1,a1,a2).

plgq

Lorsque Re(sy) > 1 et Re(s2) > 1, un rapide calcul fournit

i w(17a17a2)
ai,a2=1 CL‘?CLSQ
(a1a2,99)=1
1 1 1—1/p+1/p? 1—1/p)?
_ L+ ( N ) /p 2/p N (1—-1/p) ).
Plaa pr=1 p=-1/ 1+1/p (pr = Dp= = 1)1+ 1/p?)

Nous avons donc la relation de convolution
1(a1a2794)=1w(17 ai, a2) = (1(0102794)=1 * w/) (alv a2)7

17



avec, lorsque Re(s1) > 1 et Re(sq) > 1,

> w'(q, a1, as) 1 1 1
wlmm) (1 1y 1)
Z a?agz H ( P P2 p(l + 1/p2)>

a1,a2=1 plgq
Nous avons
Z 1(a1a2,gq):1 = Y1 (QQ)2A1A2 + O(2w(gq) (Al -+ AQ))
1<a1 <Ay
1<az2 <Az
et
S |w/(gqaa17a2)| ( 1 1 >
—+ — ) < log(24,A
al%:zl 1/ log(2A1)a;/ log(2A2) a as ( 1 2)
ce qui fournit alors
1—1/p? »
Z 'LU(]_, ay, a’2) - (,01(9(])2141/12 H <T1?2> <K 2 (QQ)(Al + Ag) log(QAlAg)
1<a1 <Ay P@q p
1<a2<A2
(a1a2,9q9)=1
L’estimation requise en découle. O

Nous introduisons la double somme suivante

N(Ay, Ay 9,2y, 2) i= Z Z 1.

1<a1 <A, 1<a2< A2
(a1,91)=1 as=—a12zy~ ! mod z
(az,97)=(a1z+az2y,g)=1

et rappelons la définition (2.7) de ¢;.
Lemme 2.15. Lorsque p*(gryz) =1 et Ay, Ay > 1, nous avons uniformément l’estimation
A1 Ay
4 o (2.23)
L0 <2w<q1>72 4 2@ 39(9) 4, 4 gelm)gu() 3w(g>).

N(Ah A2§97337 Y, Z) = 801(q1>802(g)801(x)

Démonstration. Nous avons

N(Ay, Assgmy,2) = > > plka)p(ks) > 1

1<a1<Ar kalgz az<Az/k2
(a1,91)=1  Fkqlg kaas=—aizy~ ! mod (ki12)
(k1,k2)=1

- Y Y skt {5 + o)

1<a1<A1  kolgz
(a1,q1)=1  ky|g
(k1,k2)=1

= (901 (q1)A1 + O(Qw(ql))) (902(9)901 (x)% + O(2w(x)3w(g)))

A1A2 + O<2w(q1)é + 2w(x)3w(g)A1 + 2w(q1)2w(x)3w(g)> )
z z

= p1(q1)p2(g9)p1(7)

18



2.5 Estimations de certaines sommes friables

Lorsque ¢ € {(1,1),(1,0), (0,1),(0,0)}, nous introduisons

D(1,1) :={(z,y,2) eN* : X >V > 7 > 1},
D(1,0) == {(z,y,2) EN* : X >V > Z > 1}, (2.24)
D(0,1) == {(z,y,2) EN* : X >Y > Z > 1}, '
D(0,0) := {(z,y,2) eN* : X >V > 7 > 1},

ou, a chaque fois, X,Y, Z satisfont ([LI2]) et (LI3]). Nous estimons

C(h,T):=C(h,T;(1,1)) +2C(h,T;(0,1)) 4+ 2C(h, T; (1,0)) + C(h, T} (0,0))

avec ,

i)=Y 1(g)e2(9)p(gzy=) (2.25)
e PlOe1(@)e(ayz)
gY Z>hT,gX >hT

(z,y,2)€D(6)

ol nous rappelons la définition (2.7]) de ;.
Lemme 2.16. Lorsque h > 2, ¢ = [[,sp et T > 2, nous avons
C(h,T) = (L)2 —3-%_(logh) + 3(log h)? + O((log T)* log h + (log h)* L(T) ™).
(q) (q)

La preuve de cette estimation est longue mais élémentaire. Elle peut étre omise en
premiere lecture. Elle repose sur l'estimation de la somme suivante

_ 1(g)pa(g) |log(T/g)
R 1@27“9901(9)90—2(9)\‘ log 2 J (2:26)

ou [t]| désigne la partie entiere de ¢. A notre connaissance, ce type de résultat est nouveau.

Lemme 2.17. Lorsque T’ > 2, nous avons

1
T pu—
s(T) C'log?2 +

=T+ D) 0-0) )

La méthode de la preuve permettrait d’obtenir le résultat lorsque I’on remplace la fonction
g — w(g)e2(9)/v1(g9)p—2(g) par une fonction telle que sa série de Dirichlet soit proche
de 1/{(s). Nous observons aussi la formule

o(L(T)™)

avec

9<P1 9) c

Zu 302 logg 1
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Une conséquence de ce résultat est la formule suivante

_1(9)ea(g) /loggy
; 9¢1(9)e—-2(9) <1Og2> =0,

ou (t) désigne la partie fractionnaire de t.

Démonstration du Lemme[2.17. Nous avons deux étapes distinctes pour estimer s(7') : la
premiere est de montrer que cette quantité admet une limite quand 7" tend vers 400 ; 'autre
est de déterminer la vitesse de convergence vers cette limite. La quantité s(T") vérifie

- 1(g)pa(9)
= gzng g¢1(9)—2(9)’

m>1

c’est donc la fonction sommatoire associée a la série de Dirichlet

Fs) =Y 1(9)@2(9)

— 't o1(g)p-a(g)2m
,@11 (9)¢2(9) G(s) (Re(s) > 0),
Z H(g)p209 B

22 =14+ g*pi(g)p-alg) (22 =1)C(s +1)

ol G est un produit eulérien absolument convergent dans le domaine Re(s) > —3. Le
théoreme I1.1.6 de [19] permet de montrer que limy, o $(7) = G(0)/log2 = 1/(C'log?2).
Nous remercions Gérald Tenenbaum de nous avoir indiqué ce résultat.

En prenant la notation ¥r = <11(())gg72“> log2 ou nous rappelons que (t) désigne la partie
fractionnaire de ¢, nous avons

_ 1(g)ea(g) | V7 —log(g) o
D=3 s Tz TOED):

Maintenant fixons ¥ € [0,log 2| et restreignons-nous au cas des 71" tels que ¥ = . Nous
avons alors

1(g)palg) |9 —log(g) 1
ST = gg;T g<p1(g)s0—z(g){ log 2 J roa)

- Y m Y 929 o)y,

La somme en m est une somme de terme général O(e‘wm) donc absolument convergente.
Elle converge vers une limite £y et vérifie

s(T) =Ly +O(L(T)™).

Par unicité de la limite et la premiere étape, nous avons ¢y = G(0)/log2 ce qui fournit
I’estimation requise. O
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Démonstration du Lemme[2.10. Le principe d’inclusion-exclusion permet d’éviter les condi-
tions de h?-friabilité des variables & sommer. A Paide du facteur oscillant 1(g), nous nous
restreignons des que possible au cas ou g est petit. Dans tous les calculs qui suivent, nous
détaillons le cas o 6 = (0,0). Les autres cas peuvent étre traités de la méme maniere.

Nous avons
3 11(9)2(9) (gry=)? 3 11(9)2(9) 1(gry=)?
C(hT3(0,0)) = @(g); (9)p(zyz) s@(g); (9)p(xyz)
P(gayz)<h® ! P(gxyz)<h3 1
X>Y>Z gY Z<hT
X>Y>Z

2

S u 2( Julgryz)® 5 1(9)2(g9)plgry=)
i pi(@)eleyz) L, G P9)ei(9)p(ry2)
X>Y>Z X>Y>Z

Les autres sommes C'(h,T; ) se décomposent de la méme maniere. Appelons C;(h,T’;6) la
j-ieme somme et C;(h,T") la somme pondérée associée. Par symétrie

> 1(9)02(g) (gryz)?

P(gayz)<h3 ©(g)e1(g)e(ryz)

Ci(h,T) =

Un calcul facile fournit

- T EIE-E -G em

Nous avons
TYZ
- T e
P(gzyz)<h? YAg)e\g)elry
gY Z<hT
X>Y>z

_ 1(g)e2(g)plgryz)® 1(g)2(g)plgzyz)’
= 2 o(g)p1(9)p(ryz) 2 o(9)er1(g)p(zyz)

P(gzyz)<h?® P(gzyz)<h?®
gY Z<hT gY Z<hT
Y>Z Y>ZY>X

Notons Co1(h, T';(0,0)) et Caa(h, T;(0,0)) ces deux sommes. La somme sur = dans la premiere
somme est complete de sorte que

3q

Cor(h, T) = 2oy (b, T), 2.28
51(h, T) = 21(h, T) (2.28)
avec 9
e (b T) Z 1(9)p2(9)1u(gyz) .
( g1(9)yz
gyz
gY Z<hT

Quitte a écarter les cas YZ < h, puis g > T et les Y, Z < T, nous avons

2
z
()= Y Mg)‘”“?g“? ) +0((log T + (log h)2L(T) ™).
(9,9,2) ge19y
h<Y Z<hT/g,g<T
Y,Z>T
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De plus, pour tout Y, Z satisfaisant a Y, Z > T, une double application du Lemme 2.5] fournit

nlgyz)® C(log2) 1(g)? P1/2(9)°
Y;ﬂ ST o O( Tz )
7<z2<27

Nous utilisons aussi 'estimation

card{(Y,Z) : h <YZ < T/, Y, 2 >T} = Oih + O(log )>Qlog(hT/g)J - {loth)

log 2 log 2
log h U, +log(T'/g)
— logT) ) | 225\ /9)
(logQ_l_O(Og )>{ log 2 J’

ou vy, = Ggi g )log 2. En rappelant la définition (2.26]), nous obtenons
co1(h, T) =C(log2)(log h)s(e”T) + O((log T')* + (log h)*L(T) ™).

Ici, la contribution des g €]T,e’T] dans s(e”T) est nulle puisque le facteur {Wﬂgiig/gw

vaut 0.
Le Lemme 217 fournit alors I'estimation

co1(h, T) =logh + O((log T)* + (log h)*L(T) ")

et, puis en reportant dans (2.2§)),

3
Cor(h, T) = WZ) log i + O((log h) (log T)? + (log h)*L(T) ™). (2.29)
Nous estimons maintenant la seconde somme Cay(h,T'; (0,0)) définie par
B ot wl(g)w(xyZ)
gY Z<hT
Y>ZY2X

Nous pouvons nous restreindre au cas Y Z > h puisque il est aisé d’obtenir

> & ‘Z;jyz)z < o (y2) L(G) (2.30)
g<G

Cette premiere réduction permet de se restreindre au cas g < 7T, puis X,Y,Z > T. Nous
obtenons

1(9)pa(g)p(gry2)? 3 2 -1
Co(h,T5(0,0)) = E + O((log h)(logT)? + (log h)*L(T .
h<Y7Z7<’hT/g
g<T
T<X<Y,T<Z<Y
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De la méme maniere que pour Cy(h,T), une triple application du Lemme fournit

(9)¢2(9) )
Calh, T3 (0,0)) = Ollog2) 9209y 0 ((10g ) (105 T)* + (log h)2L(T) ).
: h<Y§<<7:sz/g 9¢1(9)p-2(9) ((1og & )

X<Y,Z<Y
Nous avons enlevé ici les conditions X, Y, Z > T. Nous utilisons les notations (I.I2). Nous
fixons m = k 4 ¢ et nous avons 0 < ¢ < m/2, 0 < j < m — {. Nous obtenons

CaltsT 0.0) = REE 5 HEHG i+ 0(m)

+ O((log h)(log T)* + (log h)*L(T)™").

3C'log 2 2 1(g)p2(9) 3 2 1

— log h RIET) 4 O((log h)(log T)? + (log h)2L(T
< (logh) h<2%T/gg<m(g)<p—z(g) ((log h)(log T)* + (log h)*L(T)™")
g<T
= 9919 log 2
_ 30178%2(1% h)2s(Te™) + O((log h)(log T)* + (log h)*L(T) ™).
Le Lemme 2.17 fournit alors
Coa(h, T 5) = g(log 1?4+ O((log ) (log T)? + (log h)2L(T)™). (2.31)

Ici, nous ne fournissons pas plus de détails dans les cas 6 # (0, 0) pour lesquels nous obtenons
la méme estimation. En rassemblant (Z29)) et (2:31]), nous obtenons
3
Co(h,T) = L 1og h —
(q)
Nous estimons C5(h,T') en suivant les mémes étapes que pour Cy(h,T). Nous com-
mencons par restreindre le comptage au domaine X > h, g < T, Z > T, puis estimons les
sommes en x,%, z grace a une triple application du Lemme 25 11 vient

CulhTi(0,0) = Y MOuaney

ogh)? +O((log )10 T)° + (loghYL(T) ). (232

(9,,y,2)
gX<hT
X>Y>Z

— C(log 2)3 1(9)¢2(g) o0 W (1oe TV - (log N2 £(T-1
= C(log2) KZ%M sor@)palg) T O0s M) (0g T)? + (logh)*L(T) ")

X>Y>Z2
Pour X = 27 fixé, le nombre de couples (k,¢) est égal a

(log )
2(log 2)?

= j;—l—O(j) = + O((log h)(log T)).
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Nous en déduisons

Cu(h, T (0,0)) = L1082

(log h)?s(e”T) + O((log h)(log T)* + (log h)*L(T)™")
= %(log h)* + O((log h)(log T')* + (log h)*L(T) ™),

ou la derniere égalité découle du Lemme 2,17 Comme les sommes des cas ¢ # (0,0) vérifient
la méme estimation, nous obtenons

Cs(q, T) = 3(log h)* + O((log h)(log T)* + (log h)*L(T) ™). (2.33)

De méme, sans indiquer les détails, nous obtenons

| B 1(g9)p2(g) u(gryz)?
Ci(h, T3 0,00) = ) 0(9)e1(g)e(zyz)

(9,2,,2)
gY Z<hT,gX<hT
X>Y>Z

- ¥ nl9)ea(9)ilgry=)® > (

i ©(9)e1(g)e(ryz) i

h<Y Z<hT/g h<X<hT/g
X<h, g<T Y Z<h, g<T
X>Y>Z X>Y>Z

+0((log h)(log TY? + (log h)*L(T)™)

- g(log 12 + O((log h)(log T)* + (log h)2L(T) ™).

Il en découle donc
Culh, T) = %(log 1) 4+ O((log ) (log T)? + (log h)2L(T)™Y). (2.34)

En rassemblant les estimations (2.27), ([2.32), ([2.33), ([2.34), nous obtenons le Lemme 2.16
]

3 Premiere méthode de comptage

3.1 Préliminaires

Nous rappelons la définition (L6 de V3(h). Nous utilisons la décomposition (L§]) et la
condition (L9). Grace a des raisons de symétrie, nous pouvons ordonner les variables X, Y, Z.
Nous considérons

2
TYZ
Va(hio) = %wg,x,y,z; h). (3.1)
Plgrye)<h® Y g)plgry
(#,y,2)€D(9)
9yz,92,9rYy>2

lorsque 6 € {(1,1),(1,0),(0,1),(0,0)} ot les D(5) ont été introduits en ([Z24) et V a été
défini en ([LIT]).

Le lemme suivant permet de toujours se placer danslecas X > Y > Z > 1.
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Lemme 3.1. Lorsque h > 2, nous avons
Va(h) = Va(h; (1,1)) +2Vs(h; (1,0)) + 2V5(h; (0,1)) + Va(h; (0,0)).

Démonstration. Nous notons D* ’ensemble des triplés de puissance de 2 définissant le tri-
plé (X,Y, 7). Nous avons

D*={(X,Y,Z)eD*: X>Y >Z2}U{X,Y,Z)eD* : X >Z>Y}
U{X,Y.2)eD*: Y >X>Z}U{X,Y.2)€D*: Y >7> X}
U{(X,Y,2)eD*: Z>X>Y}U{(X.Y,Z)eD* : Z>Y > X}.

En exploitant la symétrie et en renommant les variables, nous obtenons le résultat annoncé.
!

Compte-tenu de la notation (2.3]), nous avons
En(a) < Ef (a), Ej(a) < hEf (). (3.2)

Pour estimer V3(h;d), nous scindons la somme en plusieurs parties S; définies par des
inégalités. Nous choisirons la notation S} lorsque l'on remplacera ju(g) par p*(g) et les
Ej, par des E; de sorte que |S;] < S}

De plus, nous introduisons un parametre 7' qui, a la fin, vérifiera T = exp{150(log, h)?}.

3.2 Premier cas: gYZ = Q1 > hT et gX = Q2/Z > hT.

Soit S1(d) la contribution & la somme V5(h;d) du cas ou @y > hT et gX > hT. Nous
rappelons la définition (Z20]) et l'estimation du Lemme 210 de C'(h, T’ §). Nous montrons
dans cette sous-section le résultat suivant.

Lemme 3.2. Soit 6 € {(1,1),(1,0),(0,1),(0,0)}. Lorsque h > 2 et T > 1, nous avons
[estimation

S1(8) = hC(h, T; 6) + O(%(log h)14>. (3.3)

Démonstration. Pour estimer V (g, z,y, z; h), nous utilisons une sommation d’Abel par rap-
port aux deux variables a; et ay (voir Lemme [2ZT]). Nous prenons les a; tels que |a;| < ¢;/2.
Le terme principal issu de l'utilisation de l'estimation (Z23) du Lemme est traité a
l'aide de (2.2]). Les termes d’erreur sont controlés grace aux calculs décrits au Lemme et
aux majorations (3.2)). Nous obtenons

Vo= Y Y a()e(2)a(-2-2)

1<|a1|<q1/2 1<]a2|<q2/2 0
(a1,q1)=1 as=—ajzy~ ! mod z
(a2,97)=(a1z+az2y,g)=1

(3.4)
T
— ‘Pl(ql)wzz(g)%( )I(ql,qg;h)
+ O((log h)2{2w(x)3w(g)th2 + 2w(Q1)h2% + h?’2w(q1)2w(ac)3w(g)})7
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avec

q1/2  rq2/2
g1 s h) = / / Eh 81041 Eh<€2a2>Eh< iy 620&2)da2da1
(e1,62) e{i1}2 q1 q2 q1 q2

q1/2 qz/2
/ <%> Eh( - —)dazdal = hq1qs.
C.Il q2 q1 q2

q1/2 qz/2

En effet, comme le membre de droite de (Z1), le terme d’erreur issu de 'application du
Lemme 2] comprend quatre termes. Détaillons le terme correspondant au dernier terme
de ([2I)). D’apres les majorations du Lemme 23] il est

/ql/g /q2/2 2“(q1)t2/Z + 2w(x)3w(g)t1 + 2w(q1)2w(x)3w(g))h2dt1dt2
w2 (t/al +1/R)([t2/q| + 1/h)([[t1 /a1 + ta/qal| + 1/h)
- /1/2 /1/2 2w(q1 Qth/Z + 2w T 3w Qltl + 2“’(‘11)2“’(90 3“’(9 )h2dt1dt2
R PR (fta] + 1/R) (2] + 1/R)([[t2 + L2l + 1/R)
h2Q2

q1/2

1/2

< (log h)2 {29030, 2 4 2@ 2 22 . pgelange(izeto) |
Nous ne fournissons pas les détails pour les trois autres termes.

Lorsque gYZ > hT > 2, gX > hT > 2, nous avons toujours gyz, grz, gry = 2. Avec les
restrictions gY' Z > hT, gX > hT, la contribution du terme principal est donc

2
g)u(gryz haqiq
> MO (et )M = honT:o),
P(gxyz)<h3
gY Z>hT,gX>hT

(z,y,2)€D(9)

avec C'(h,T;0) défini en (2Z28]). La contribution du terme d’erreur dans la somme S;(4) est

2,2
ﬁ(lOg h)2 Z 2w(xyz)6w(g)u(gxyz) g ryz < ﬁ(log h)14

<
2
! P(gzyz)<h® e(9)p(gzyz) T
gX>hT
gY Z>hT
Cela acheve la preuve du Lemme [3.2] -

3.3 Deuxiéme cas : gYZ =Q1 < h/T et gX = Q2/Z > h.

Soit S5 (0) la somme des termes pris en module dans le cas gYZ = Q; < h/T et gX =
Q2/Z > hT. Nous montrons dans cette sous-section le résultat suivant.

Lemme 3.3. Soit 6 € {(1,1),(1,0),(0,1),(0,0)}. Lorsque h > 2 et T > 1, nous avons
lestimation

n log h)°®. (3.5)

5y (6) <
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Démonstration. Nous adaptons I'argument précédent au cas ou () est petit en majorant

VT (g,x,y,2;h) = Z Z E:(Q1>E+<Q2>E;—(_ﬂ_%>_

Ilar|<q1 /2 1<]az]<q2/2

az=—ajzy~ ! mod z

Une sommation d’Abel et la majoration

Ay
Z l<—+1

1<e2a2< A

ax=—ai1zy ! mod z

lorsque €9 € {£1} fournissent

1
V+(97$7yaz§ h’><< Z {;I;(alaqlaq%h)—i_R(al)}v

1<]a1|<q1/2
(a1,q1)=1

avec

q2/2
I3 (a1, q1, q23 h) Z/ E+ al E+<520‘2>E+<__1_62a2)da2

ege{+1}
et R(ay) le terme d’erreur vérifiant

2
o st (2) [ [ (525 (- 2 - 22) - () (- 2 - )
q2 1 — q2 q1 q2 4 q2 4 1 q2

() () (),

Nous utilisons (3.2)) et la deuxiéme majoration du Lemme de sorte que le premier
terme du majorant Rj(ay) vérifie

1/2 dov h(log h)
(CL1 <K 5"
Hal/qu 1y ([laofl +1/R)(loz + ar/qu|[ +1/h) a1/ q]]

Nous obtenons

R(ay) <<h(logh)< I | @ ><<h(logh)

/@l lar/aul] ||a1/qlll

et
Y Rl(ar) < hai(logh)(log qy).

1<]a1|<q1/2
(a1,q1)=1

Nous avons aussi

q2(log h)

B o qu@ih) < 5 s
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En utilisant h < ¢X, Q1 < h/T, nous obtenons

Q%Qz(log h) Q2Q2
z

2 o hQ1Q2(log h)z.

+ h@Qi(log h)(log Q1) < ——(log ) 7T

Vh+(g>xaya Z) <

Il en découle

2y2)* VT (g,x,y, 2 h h(log h)? xyz) ¢*ryz  h
3 plgryz)"V (g y ) o hlogh) 3 u(g@é)g b2 M tog .
; e(9)e(gryz) T . pl9)’e(zyz) T
P(gryz)<h )<
gY Z<h/T,gX>hT
(z,y,2)€D(9)

4 Deuxieme méthode de comptage

4.1 Reéduction du domaine pour les valeurs de a; et a-.

I1 reste donc a considérer le cas h/T < gYZ < hT et gX > hT et le cas gX < hT. Soit
& un ensemble pour lesquels une des quatre inégalités suivantes est vérifiée

lar| > TQ1/h, |ao| >TQs/h, |ai| < Q1/RT, |az] < Q2/hT.
Nous notons 2 la somme des modules des termes sommés sur un tel ensemble.

Lemme 4.1. Nous avons
h(log h)8

by
< T

Démonstration. Nous écrirons © ~ X pour indiquer la relation = € [X,2X][. Nous nous
restreindrons au cas z ~ X, y ~ Y, ||la1/q1|| ~ Ai/q, ||az/q|| ~ A2/qe, avant de sommer
en X, Y et Ay, Ay ou Ay, A, sont des puissances de 2

Nous devons majorer la somme suivante prise sur £

DA, Ay X, V) = Y g2t 3 uy S ()

3 2 2
= PlgPele) = A2y ) (S v@)
X>Y>Z lai|~A,  (y,a192)=1 P(x)<h?
(aza1,g92z)=1 a1z=—azy(mod 2) (41)
(z,a2gy)=1

(a12+azy,g)=1
- 25 22 ()]
gzr  gzy gzx gzy
Pour I'estimer, nous introduisons la quantité

2

1(y)*y? > p(x)x

O'+<g,Z,CL1,CL2) = ‘F(x7y7gz7a17a2)|7

2 2
Y <y<2Y SO(y) X<x<2X gO(SC)
(v.a192)=1 P(a)<h® (4.2)
ajr=—azy(mod z)
(z,a2gy)=1

(a17+azy,9)=1
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avec

1
F(z,y,2,a1,a2) := xz—yth< - ﬂ)Eh <%>Eh(ﬂ>- (4.3)

Grace a ([3.2), nous avons les majorations suivantes
h3

X2Y2(L+ hflar/qi|[)(1 + hllaz/qo] ) (1 + hllar/q1 + az/qe|])’

h3
X3Y2(1+ hl|ar/qul))(1 + hllar/qy + az/ql])’

h3
X2Y3(1+ hllaz/q2l[)(1 + hllar/qu + az/qe])’

h3

X3Y3(1 + h||a1/q1 + a2/q2||)

Nous pouvons aisément écarter les cas on Ay > T'Q1/h ou Ay > T'Q2/h. Prenons comme
exemple le cas ol Ay/Qy ¢ [A1/4Q1,4A1/Q1] de sorte que 1+ hllai/q1 + az/qa|] < 1+
hA1/Q1 + hAs/Qs. Alors grace a la majoration de F', nous avons

F([L’, Y,g9z,aq, a2) <

81}7(377 Y,g9z,ay, a2) <

82F($7 Y,g9z,ay, a2) <

010.F (z,y, 92, a1, a2) <

h3
+ ) ) ) <<
A O E (R WIaR T +HRA Q)1+ 0 A @+ A/ Q)
p( ) 3 1(y)*y?
X<z<2X Pl Y<y<2Y w(y)?
P(z)<h? azy=—ajz(mod z)
(z,a29)=1 (y,a192x)=1
h*(log h)? 3 pu(z)?
XYZ(l +hA/Q1)(1 + hA2/Q2) (1 + hA1/Qr + hA2/Qo) Xeacox & ’
P(x)<h?

ou pour passer a la derniere ligne nous avons utilisé la majoration

2y (zy)?
= < (log h)*.
() 0(y)?>  plry)?
En sommant sur a; ~ Aj et ay ~ Ag, et en utilisant 1 + hA;/Q1 + hAy/Qy > T, nous
obtenons

Z o (9,2, a1,az)

la1|~A1
laz|~Az
(a1a2,92)=1
h (log h)2A1A2 ,U
XYZ(l +hA1/Q1)(1+ hA2/Q2)(1 + hA1/Q1 + hAy/Q2) vETox
P(x)<h®

Puis nous sommons par rapport a Aq, As, g,z X, Y, nous obtenons une contribution

logh ( 2)2¢*2 _ h(logh)®
<2 oaPelzf < T
X,Y,9,z
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L’intérét d’avoir gardé la somme
p(x)®

X<z<2X
P(z)<h®

en x provient du fait que le nombre de valeurs possibles de X n’est pas forcément un O(log h)
dans le cas ou gX > AT alors que

oy M Z —<<1ogh

X X<a<2X 2)<h?
P(z)<h?

Majorons maintenant le cas out Ay/Qy € [A1/4Q1,4A1/Q1], A1/Q1 > T/h et Ay/Qy >
T'/h. Dans un premier temps, nous traitons le cas )2 < h en particulier le nombre de X sur
lesquels sommer est O(logh). Nous majorons

YA AL X Z) = Y 1(gy)? 3 u z) 3 ()

3 2 2
s ©(9)*e(y) lag|~As  Z<2<2Z (2) X<z<2X p(2)
XY>2 lay|~Ay (z,a19y)=1 a1z=—a3z(mod y)
(aza1,g9y)=1 (,a392)=1 (4'5)

(a1z+azz,9)=1
(e e () ()
gyz  gry gyz gry

Nous notons o'(g,y, a1, a3) la double somme intérieure. Nous imposons |az| ~ As. Puisque
Y < X, nous avons alors

, h? p(z)*z? plz)*e
o S Y,a1,a3) <K o(2)?
9.y, a1, 03) X2Z2(14+ hA1/Q1)* (1 + hA3/Q3) Z<zz<2Z p(2)” X@Z<2X olz)?

(2,019y)=1 arr=—azz(mod y)
(z,a392)=1
(@124 asz.g)=1

h3(log h)?
S XZY 1+ hA Q2+ hAs[Qs)

La suite de la preuve est semblable a I'obtention de la majoration précédente. Ici comme
X < Q2 < h, le nombre de valeurs possibles de X est un O(logh). La contribution totale de
ce cas-1a est encore < h(log h)®/T.

Nous traitons le cas ()3 > h. Nous répartissons dans des intervalles dyadiques I’ensemble
des valeurs possibles de ||ai/q1 + a2/qa|| de sorte que ||ai/q1 + as/qa|| ~ As/Q3 avec Q3 =
gXY. Nous avons alors

h3
0" (g,2,a1,a2) K Z ,u(

3 1w(y)*y°

XV T WA Q1+ hAs/Qs) 2= ol > RSN
P(x)<h® a2y=—aiz(mod z)
(z,a292)=1 (y,a19z)=1
h3(log h)? (@)
XYZ(l + hAl/Q1> (1 + hAg/Qg X<z<2X LU)2
P(z)<h?
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L’intervalle de variation de ay lorsque a; est fixé est d’une taille < A3Q)5/Q3 de sorte que la
contribution de la somme o (g, 2z, ay, as) sur a; et ay soit

h?(log h)?A1(A3Q2/Qs + 1) Z M

S XVZ(+hA Q2+ hAs Qs)

<z <2X

h(log h)*Q1Q2 ( ) Z /~L log h)* Z pu(x)*x
XYZT Qo X<w<2X X<z<2X p(z)?
P(z)<h? P(z)<h?

ce qui permet de conclure d’apres les calculs précédents.

Ensuite de la méme maniére, nous pouvons également écarter les cas ou Ay < Q1/hT
ou Ay < Q9/hT. Prenons le cas A; < @/hT. Les mémes majorations fournissent une
contribution globale de

<

Z M(92)2 A1Q2h2(log h)2 p()

3 2
piaens Pl)e(z) XYz Ly ela )
X,Y>Z P(x)<h®
A2<Q2/2, A1<Q1/Th
3 2 7
92’ Q1Q2h(log h) () T h(log h)
< .
Z ()2 TXYZ Z x)2 T
P(gz) <h3 X<z<2X
XY=Z P(x)<h®

4.2 Troisiéme cas : gYZ > hT, gX < hT, X > ZT*.

Soit S3(d) la contribution du cas ot ¢YZ > hT, gX < hT, X > ZT*. Nous montrons
dans cette sous-section le résultat suivant.

Lemme 4.2. Soit 6 € {(1,1),(1,0),(0,1),(0,0)}. Lorsque h > 2 et T > 1, nous avons
lestimation

(4.6)

h(logh)!®  h(logh)'? ) .

1
53(6):Zh(logh)z+O<h(logT)210gh+ oo T

Démonstration. Dans le début de la démonstration, la condition ()1 > AT n’est pas nécessaire.
A la section précédente, nous avons montré que nous pouvions nous restreindre au cas

Ql/Th < ‘CLl‘ < QlT/h, QQ/Th < ‘CL2| < QQT/h

L’inégalité Q1 = h/T découle de ces inégalités.

Dans la suite de la démonstration, nous nous restreignons au cas 6 = (1, 1), les autres cas
pouvant étre obtenus de la méme maniere. Nous considérons la valeur de la contribution du
casou hT/g>X2Y 27, X >ZT* Q,/Th < |a1| < Qi T/h, Q2/Th < |as| < Q2T /h. La
condition hT/g > X implique que la condition de h3-friabilité sur z et y est automatiquement
vérifiée.
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Pour estimer cette somme, nous introduisons la quantité

y2
2 F(xvyvgzvahaQ)v

3 p(x)*a” p(y)?

2
X<x<2X,Y<y<2Y (,O(SL’) @(y)

0(g,z,a1,a9) :=

(4.7)
a1z+a2y=0(mod z)
(y,a1922)=1, (z,a292)=1
(a1z+azy,9)=1
avec F' définie en ([L3)).
Nous aurons aussi besoin de la somme
2.2 2,2
W;(,Y(X/7 Y/;g> 2,0y, a’2) = Z IU(I) f u(y) :Z .
PO SR 2 COR 2 ()
a1z+a2y=0(mod z)
(y,a1922)=1, (z,a292)=1
(a1z+a2y,9)=1
Du Lemme 2.12], nous déduisons lorsque X’ < 2X et Y/ < 2Y, Y < X l'estimation
2 *
Wiy (XY g,2,a1,a2) = —C( )(X/ - X)(Y' - Y)w GLLIL)
’ ¢(4) v(2) (4.8)
w(g) 2 1/2 w(z) X1/2£(X)_
+ 02001 js(a19) s (a29)*(XY) 2 (log(XY))P20) (14 == )).
Une double sommation d’Abel fournit la formule
2X
U(g, Z,0a1, 0,2) = F(QX, QY)W;(’Y(QX, 2Y) - W;;7Y(t1, 2Y)81F(t1, 2Y)dt1
X
2y 2X  p2Y
— Wiy (X, 12) 0o F (2X, t5)dt, +/ Wiy (t1, t2) 07 o F (1, t2)dt1dts,
y x Jy

ou, pour simplifier la formule, nous n’avons pas indiqué la dépendance en (g, z,a;, as) de
F(x,y,9z2,a1,az) et de Wx y(t1,12; 9, 2, a1, az). Nous avons ici utilisé la remarque afin de
sommer sur les x tels que X <z <2X et non X < x < 2X.

Nous pouvons donc appliquer (4.8) en utilisant les majorations (4.4]). La contribution du
terme d’erreur du Lemme dans l'estimation de (g, 2, a, as) est

2 (g)wl/?,(alg)2¢1/3(a29)22w(2)(108; h)6h3(1 + X1/2£(X)_1/Z)
< XY 32(1 + hAy JO) (1 + hAs Q)
< @Dapy 13(g)*29) (log h)hQ1Q2(1 + XV2L(X) 71 /z)  h? P1/3(a1)* 1 /3(az)?
X3/2y3/2 Q1Q2 (1 +hA1/Q1)(1 + hAs/Q2)
Or

¢1/3 a) ¢1/3 as)? A A,
Alzzgz alz'\;h 1+hA1/Q1)(1+hA2/Q2 < Z 1+hA1/Q1)(].+hA2/Q2) (4 9)
as~Asg .

Q192 105 01) (108 ),

< 02
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donc en sommant sur ai, as, Ay, As, puis g, z, X, Y, nous obtenons un terme d’erreur global

2w(g) 2,2 42w(z) 2 X1/2£ X)1 hT
< (logh)® Z 1(92) g*vs3(9) z (1+ (X) )

3 2 1/2y1/2
Pamend p(9)*e(2) 2 X2y
W2 X>2Y>Z X>2T*
20 1u(g2)2g* ¢ ya(9)*2¢) 2 1 1 1
< h(log h)® Z — <_+ . )
/2
P v(9)°0(2) T L(T)>
h(logh)'?  h(logh)™
T L(T)
D’apres I'identité issue de (2.2))
2X 2X
/ / (2, y)dedy = F(2X,2Y) XY — / (i — X)YOF(t1, 2Y)dt,
2X
/ X(ty = Y)0,F(2X, 1y dt2+/ / (ty — X)(ts = Y)05 y F (1, t2)dt  dts,

le terme principal vaut

2) w(g, 7 29X p2Y
on(g,z,a1,a9) == §E4§ (g = a1 = / / (z,y, 9z, a1,as)dxdy

_ C(Q) Q,Z a1,a2 / / Eh agUg CL1U1>Eh<CL2U2)Eh<alul>duldu2
1/2 J1/2

(4.10)

C(4) gz X g2Y gzX gzY

avec w* défini en ([221]).

Nous sommons ensuite par rapport a a; et as en appliquant le Lemme 2.14] et en faisant
une sommation d’Abel double. Dorénavant, nous nous placons dans le cas @)1 > hT. Le
terme principal obtenu est

_ 1 ©1(92)°02(g) /QlT/h/QQT/h/l /1
((2) p-1(g2)p1(9)p(2) X E{ﬂp T T

Eo0aU9 610&11,61 Eo0aU9 E101Uq
E(— — )E( )E( )dududada.
" Q /TN MU T

Le terme d’erreur obtenu est scindé en quatre parties. Celle correspondant au dernier
terme de (1)) est, apres sommation sur A; et Ay, majorée par

2w(gz Q1/2  pQ2/2
<< / / / / (o1 + az)(logh)
2)XY Qle 1201720 -qij2 J-quo

( @ZZUQ algllm)E+ (azgzm)E;Lr (812;11m>du1dqua2dal
ow(gz) ow(gz) (log h)3 - 29(92) (g2)2h (log h)?

< Wh (Q1 + Q2)(logh)” < XY Q1Q2 ) T

(4.11)
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ot nous avons fait le changement de variables t; = ayu;/Q1 et to = asus/Qs et utilisé la
quatrieme majoration du Lemme 2.3]
La partie du terme d’erreur correspondant au deuxieme terme de (2.]) est

2w(gz) h /1 / /2A1 A 1 h)
L ——55 (o1 + (log
(2) XY 1/2 J1/2 ' 2)

A A
E,f( _ S2A2Up 51041U1>E;{<€2 2U2)E}J;()Slalul)dulduzd&1

Q2 @ Q2 @
9w(gz) A2 2A1/Q1
<« ————hE; (log h) / / / (Qt;1 + A
p(2) XY <Q edip a0 2
A
E;( — 2/t — 51t1u1>E;(tlul)duldqutl.
Q2

Apres sommation sur Ay, nous avons un majorant en

9w(gz)

A2 1 1/2 €2A2u2
- + _“ + +
< SQ(Z)XY hEh <Q2> (lOg h) //2 /_1/2(Q1t1 ‘l’ AQ)Eh ( Q2 ‘l‘ tl) Eh (tl)du2dt1

ou pour supprimer l'intégrale en u; nous avons fait un changement homothétique de variables.
En distinguant les cas |t1| < 1/h et [t;| > 1/h, nous obtenons

A, 1 p1/2 Ay

+ (22 . ot

hE; (Q2>(10g h) /1/2 /_1/2(Q1t1 + Az) ) ( 0 + t1> () dty dusy
1

<<hE}j<%>(logh){ : E+<Q >+Q1logh+A2(logh)E+<gz>}

Apres sommation sur As, nous obtenons un terme d’erreur en

ow(gz) 9w(gz) (92)2

< — WP (log h)*(Q1 + Q2) <

log h)?
p(2)XY '

¢(2) T

Nous ne détaillons pas la majoration de la contribution des autres termes.
Grace a une interversion des sommations et a un changement de variables, le terme

principal (A1) devient

©1(92)%p (9)92z

o (
u1T/h ugT/h dusdu
/ / / / —E90kg — Eloél)Eh(EQOéQ)Eh(Oél)dOéQdOél L .
1/2 J1/2 Ju u

1/hT o/hT U U2

(e1,e2) E{:I:l}2

Lorsque (1 > hT et ()3 > hT', nous étendons alors les intégrales en a; a l'intervalle [0, 1/2]
grace au Lemme 2.3] et utilisons la formule issue de la méthode du cercle

1/2 1/2
/ / — Qg — Oél)Eh(Oég)Eh(Oq)dOéngél = h.
1/2 1/2
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Le terme principal (£I1]) est donc

h ¢1(g2)*pa(g)g*= log h

= lo +0 .
@ et o))

En appliquant le Lemme 2.5 nous obtenons

2 gz _ Clog?2 V1/2(g)
g +0 )
— 2o (g2) <p_2(g) ( Z1/2 )

Nous obtenons une contribution

53((1> 1))

— C(log2)3 1(9)e2(9) 0TV 1o
— C(log2)°h g; TR +0(h(log T)*logh +

gY Z>hT
X>Y>Z
X>ZT* gX<hT

g<Th<X<hT/g 991(9)¢-2(9)

WT/g<Y Z
X>Y>Z

h(logh)®  h(log h)12>
L(T) T

h(log h)1° h(logh)12>
L(T) T )

Comme précédemment (cf. la démonstration du Lemme RI6), nous fixons X = 27 tel
que h < X < hT/g, le nombre de (k, () tels que Y = 2F, Z = 2% est alors

B log(hT/g) ~ (logh)?
= Z | 2k log 2 ) + O((logh)logT) = 1{log2)? + O((log h)logT).
(log(hT'/g))/2log 2<k<j
Ainsi
Clog2 M <P2
Sa((1,1
h<®<hT/g
1 10 1 12
+ O(h(log T)*logh + h(ﬁo(gjfz)) + i Oih) )
_ Clog2 Z (g 902 9 V?h +log(T/g)J
ge1(g log 2
g<T
h(log h) h(log h)'?
2
+ O(h(log T)*logh + (1) T )
~ Clog2 2/ 0 ) h(logh)!®  h(logh)'?
= =8 h(log h)*s(e"T) + O(h(og ) logh + ot or )
1 ) ) h(log h)1®  h(logh)'?
= 4h(log h)*+ O (h(log T)logh + (T T ),
ou la derniere égalité découle du Lemme 2.17] O
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4.3 Quatrieme cas: ¢ < T, gX <hT, Z <Y < X < ZT*

Majorons S} la somme des termes pris en module dans le cas ¢ < T, X < hT/2g,
Z <Y <XK ZT4, Ql/Th < Al < QlT/h, QQ/Th < Ag < QQT/h

Lemme 4.3. Soit 6 € {(1,1),(1,0),(0,1),(0,0)}. Lorsque h > 2 et T > 1, nous avons
[’estimation

Si(0) < h(log h)(log, h)?*(log T)°. (4.12)
Démonstration. Nous utilisons la majoration
h3
< .
X2Y2(1+ hA;1/ Q1) (1 + hAr/Q2)

Grace au Lemme 2.4, nous obtenons la majoration

F(xayagzaa1>a2)

2,2 2,.2 &
o (g, 2, a1,a9) < )y ple) e
K%Y o(y)? X§2X o(2)? X2Y2(1+ hA1/Q1) (1 + hAy/Q,)
(y,a192)=1 a1r=—azy(mod z)
(z,a2gy)=1
(a1z+az2y,9)=1
(logy h)%h3

S XYZ( 1 hA Q)1+ hAy Qo)

De plus, nous avons

> sl < hQ:Qx(log T)?
= (T hA/Q)( + hA/Qs) o ’
Q1/Th<A1<Q1T/h
Qz/Th<A2<Q2T/h

ol les A; sont des puissances de 2. Nous obtenons alors une contribution

2
Q1Q:
St < h(log, h)*(log T')? Hg2)"z
{ < h(logy h)*(logT) Z S0P PXY 22

Z<X,Y<ZT*
Z<hT

< hlogy h)*(log T)* Y LI h(log h)(logy h)?(log T)E.
’ = og)fe(2)? ’
2<2hT

4.4 Cinquieme cas : g > T.

Nous montrons que la contribution des g > T est négligeable grace aux oscillations de la
fonction de Mobius.

Nous fixons X, Y, Z des puissances de 2. Nous considérons que (z,y, z) appartient & un
ensemble E inclus dans D(9) et g € Ig(X,Y, Z) avec I¢(X,Y, Z) un intervalle inclus dans
|G,2G] avec T < G < hT. Nous notons S5(X, Y, Z) la contribution. Nous notons Ss(h) la
somme des |S5(X,Y, Z)| lorsque (X,Y, Z) vérifie YZ < hT.
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Lemme 4.4. Lorsque h > 2, T > 1, nous avons [’estimation

h(logh)*  h(logh)®
Z(T) T

Ss(h) < (4.13)
Démonstration. Quitte a multiplier par un facteur log h, nous pouvons supposer G < g <
2G avec T < G < hT. Sans changer les termes d’erreur, grace au Lemme [.J,@ nous
pouvons remplacer les conditions gY Z/Th < Ay < gYZT/h, gXZ/Th < Ay < gXZT/h en
GYZ/Th < A) < 2GYZT/h, GXZ/Th < Ay < 2GXZT/h. Nous faisons une sommation
d’Abel par rapport a g en utilisant la majoration

-y *0;( g)) DG o (m)GL(G) (4.14)
g<G
(g:m)=1

Cette majoration s’obtient de maniere classique par la méthode d’analyse complexe. Nous
avons la relation

oF

xzyza—g(:ﬁ,y,gz,al,ag)

(- () (- () ()
g’z grz  gyz grz gyz grz  gyz grz gyz
ay az a1 / / a2
e R et e i ) e Gt e A el
gyz gxz gyz grz gyz gxz gyz grz gyz

e ) B G) e () B () B )
g’xz gxz qyz grz qyz g*yz grz  gyz grz gyz

(e s (e ()
g?rz  g*yz grz  gyz grz gyz

qui fournit, a I'aide de (B2]), la majoration

ﬁ F(x,y,9z,a1,a) h3 1
5 ) < G T A e DT alady T el
1
T 0T hgllaafaz)( + hjgllarfz + azfe2]]) (4.15)
1
_'_

(L4 h/gllag/zz[])(1 + h/9||a1/y2||))'
Nous avons S5(X,Y, Z) = > 1 qepr S5(G, X, Y, Z) avec

(x)
S5(G. X,Y,Z) = “'z ooy 2

oz ? lag|~Ay X<z<2X pla
la1|~A; (z,y,2)EE
(aza1,z)=1 (w,a2)=1

w(y)*y? 1(9)2(9)1(9)*9* F(,y, 92, ay, az)
Z 2 E : 3 3 .
e O 2 C) L S R #(9) g
azy=—a1z(mod z) (g,a2a1zyz(aiz+azy))=1

(y,a12zz)=1
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Nous écrivons I (x,y, z) N [G, 2G[= [G', G"[ (Le cas d’intervalle fermé ou ouvert se traite de
la méme maniere). Posant m = asa1xyz(a1x + asy), la somme intérieure vaut

M, (G"F(z,y,G"z,a1,a2) My (G)F(x,y,G'z, a1, as)

G//3 G/3

GII
a F(x>y>gz>alaa'2)
-/, Mm(g)g—g( = )dg-

D’apres ([{I4) et (32), les deux premiers termes sont majorés par

< ¢1/2(m)h3£(G)_2 < wl/g(m)hZ2£(G)_2
X2Y2G?(1+ hA1/GY Z)(1 + hAy/GX Z) XY A Ay '
Apres sommation sur y ~ Y satisfaisant asy = —ajz(mod 2), puis sur a; ~ Ay, as ~ Ay, leur

contribution est alors facilement majorée par

< hL(G)™? Z M Z W < h(logh)L(G)™2.
2T 2 e

(z,a2)=1

Le nombre de (A, As) est majoré par O((logT)?) de sorte que la contribution & la somme
des |S5(G, X, Y, Z)| de ces termes est

< h(logh)*L(G)2(log T)>.

Un majorant de l'intégrale issu de la majoration de la dérivée par (A1) peut étre scindé
en trois parties. La troisieme correspond au troisieme terme du majorant de (£I3]) et fournit
un majorant de la forme

_ O( Yy (m)hPL(G) )
X2 (1 + hAy [GY Z)(1 + hAy [GX Z)

comme précédemment. La premiere et la deuxieme nécessitent de faire un changement d’in-
dice de sommations en prenant as défini par a3z = —a;x—asy et de sommer sous la condition
supplémentaire |az| ~ As. Le reste des calculs est semblable au cas précédent. Nous obtenons
ainsi une contribution a la somme des |S5(G, X, Y, Z)|

< h(log h)*(log T)*L(T) 2

ou les puissances supplémentaires de log h correspondent a la fixation de A;, A mais aussi
éventuellement de Ajs. Il reste a multiplier par O(logh) le majorant du nombre de valeurs
possibles de valeurs de GG pour obtenir la majoration du lemme. O

4.5 Sixieme cas : h/T < gYZ < hT, gX < hT.
Le sixieme cas correspond au cas h/T < gYZ < hT, gX < hT, (x,y,z) € D(9).
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Lemme 4.5. Soit 6 € {(1,1),(1,0),(0,1),(0,0)}. Lorsque h > 2 et T > 1, nous avons

[’estimation
h(log h)* h(log h)®

L(T) T
Démonstration. Nous modifions le domaine de sommation. Tout d’abord, grace au cinquieme

cas, nous nous restreignons au cas ou g < 7', puis grace au quatrieme cas nous excluons le
cas X < ZT*. Nous pouvons donc nous placer dans le cas

Se(6) < + h(log h)(log, h)*(log T')® + (4.16)

/T < gYZ <hT, gX <hl,X >ZT*
Enfin, d’apres le Lemme A1}, nous pouvons nous placer dans le cas ou
Q1/hT <Ay <TQ/h, Q2/hT < Ay <TQy/h.

La somme o(g, z, a1, az) en = et y est approchée de manieére satisfaisante par la quantité
o (g, z,a1,ay) définie en (LI0). Nous avons aussi gXZ > h/T. 1l est alors possible de la
méme maniere qu’au quatrieme cas de majorer la contribution du sous-cas h/T < gXZ < hT.
Nous pouvons donc nous placer dans le cas Qo = gXZ > hT.

A partir du Lemme .13 une sommation d’Abel permet d’estimer

Z UM(gvzaa17a2)'

Q2/hT<|a2|<Q2T/h

Le terme principal obtenu correspond au terme principal du Lemme 2.13] est
1 S02(g)901 92) / Qat/h / @/ hT
- C(2) pa(g2) ZXY Q2/hT Q2T/h
OégUg alul U2 a1Uq
Ex( A Ea( )E (25 ) duydugdas.
/ s / s 3 TgeX gy ) Mgex ) P gay ) TEae

Afin de compléter I'intégrale en «s, nous utilisons le résultat suivant. Posant

R(ay,T) = E (a1)?*/T + E;f (a1)E; (T /h + ay),

lorsque 1/hT < || < T'/h, nous expliquons comment montrer
1/hT 1/2
/ / |Eh (03] Eh(OéQ)Eh(—Oél — Oé2)|d0é2 < R(Oél, T) (417)
T/h

Lorsque 0 < ap < 1/2RT, nous avons alors | +as| = |ay| — |ow| = $|oy|. Nous utilisons
alors Ej,(—a; — an) < |Ef (a1)] et Ej(az) < h ce qui fournit

1/2hT
/ |Eh(Oél)Eh(Oé2)Eh(—Oél — 062)|d0é2 < E;:_(Oél)2/T
0

Lorsque 1/2hT < ay < 1/hT et as/2 < —ay < 2am, nous utilisons Ej(—a; — ay) < h et
Ep(as) < B (—aq) ce qui suffit encore

1/hT
/ (1) En(as) En (= — as)|das < | B (an)[2/T.
1/2hT
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La contribution des oo €| max{7T/h, —2a1},1/2] est facilement majorée puisqu’alors nous
avons Ej(a1)Ep(—a; — an) < Ef(a;)? et Ey(az) < h/T. Reste le cas ag €|T/h, 2T/ h] et
—ay €]T/2h, T/h]. Nous avons

|Eh(0é1)Eh(Oé2)| < E;:_(Oél)h/T
et |Ep(—a; — ag)| < E;f (T/h + ay). Nous avons donc bien ({IT).

En utilisant (£I7)) pour compléter I'intégrale, nous obtenons un terme principal égal a

12 1 g1 d
- ggol 92) 302 / / / Eh — gy — alm)Eh(az)Eh<aIUI)du1ﬂda2
—1/2J172 J1/2 gzY gzY Us
_ (10g2)g<p1(92)<p2( / ‘E <a1u1>’2du1.
C(2)p-1(g2)Y 92Y

La contribution du terme d’erreur est clairement < h(log h)*/T"/2. Nous n’indiquons pas les
détails.

Sommons maintenant le terme principal ([@I8) lorsque z ~ Z. Nous pouvons supposer
Z > T. Lorsque Re(s) > 1, nous avons

2 _1<5>s(o?<z>zs =~ L (1- 9 [T (1 p(1 . /) (1 - 1/p2>>'

plaig plaig

Soit ¢ la fonction arithmétique fortement additive définie par

¢(p) =1+1/p—1/p".

Grace au Lemme 2.5 nous obtenons

Z % = () H (1 B ;>Z + O(¢1/2(@19)2Z1/2)

52, pR)e(z ot p*(1+1/p)
(z,a19)=1

= Cz@l(alg)%z + 0(1?1/2(@19)221/2),

1
=T )

Apres sommation d’Abel, nous obtenons pour la quantité ([{I8]) un terme principal égal a

27
a 1
= 02<P1 CL19 19 / /
Plarg)Y 1/2

1/92Y

a

= Capi(ar9) gtp 1 19/ / | B (aquyug)*duydus.
$(arg) 1/292Y J1/2

avec

alul

duldt

(4.19)
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Nous rappelons que la somme sur les a; porte sur Uintervalle [Ay,2A;[ avec Q1/hT <
A; < Q1T/h ce qui implique 1 < A; < T2 Cette somme peut étre vue une somme courte
(lorsque @1 = h/T, nous avons A; = 1) ce qui empéche d’estimer asymptotiquement cette
somme.

Nous devons estimer

1/92Y

(g 902 ¢_1(a) 2

6y Mo §: / / SLGNT) dunyclu,
3 > ¢1(ar) San) | En(aruyug)|*duydus

o<1 ¥ (X,Y,z)” 1/292Y 1<a1<gYZT/h
ahg
ou (X,Y, Z) vérifie
h/T < gYZ <hT, gX<hl, X>ZT* Z>Y. (4.20)

Montrons que la double intégrale ci-dessus est O(h). En effet, la somme intérieure est
< hjuyus. Lorsque uz < 1/ajuh, la majoration triviale |Ej(ajujus)|®> < h? fournit le
résultat. Lorsque us > 1/ajuih, la majoration |Ej(ajuius)|*> < 1/(ajuiu®)® fournit aussi
cette majoration apres sommation sur a; > 1/ujush.

Nous pouvons donc changer les inégalités (£.20) en

h/T <gYZ<hT, X<h h'?<Y<X<h, (4.21)

quitte a négliger un terme en O(h(log h)(log T')?). Ensuite nous observons que nous pouvons
sommer a; jusqu’a T au lieu de gY ZT'/h quitte & négliger un terme en O(h(log h)?(log T')/T).
En effet, la somme sur les gY ZT/h < a; < T? vérifie |Ey(ayuius)| < h/T.

Enfin, nous sommons par rapport a la variable Z, puis les variables X et Y, pour obtenir
un terme principal

T/h
= 02 Z ,Ll, 802((,9)) / //2 Z gpl >) |Eh(a,1U1U3)| duldU3

1/2hT

g<T (X,Y) 1< <T2
h1/2<Y<X<h (a1,9)=
C
= §2(10g h,)2 ,U S02 / / Z (pl )) |Eh(CL1U1U3)‘ duldu3
9< 1/2hT J1/2 1, <T2
([ll,g
+0 (h(log h)(log T)) )

Ces modifications des domaines de comptage et ses sommations permettent d’intervertir les
sommations en a; et en g pour utiliser

g _
Z M <P2 Z ,U(( ))802 <<w1/2(a1)2£(T) 2’
1<g<T g>T v(9)¢(g
(a1,9)=1 (a1,9)=1

ce qui fournit une contribution
< h(logh)*(log T)L(T) 2.

En rassemblant ces résultats, nous obtenons bien la majoration (4.16). O
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4.6 Septieme cas : h/T < gYZ < hT et gX = Q2/Z > hT.

Soit S7(9) la contribution du cas h/T < gYZ < hT et gX = (Q3/Z > hT. Nous montrons
dans cette sous-section le résultat suivant.

Lemme 4.6. Soit 6 € {(1,1),(1,0),(0,1),(0,0)}. Lorsque T > 1, nous avons [’estimation

h(log h)*

h(log h)®
L(T) '

S7(9) < T

+ h(log h)(log T)* + (4.22)
Démonstration. Nous nous procédons comme dans le sixieme cas sauf qu’ici la sommation
longue correspond a la variable as puisque QQ2/Z > hT. Nous nous placons dans le cas
d = (1,1), les autres étant semblables. Nous n’indiquons que les étapes sans détailler tous
les calculs.

Quitte a négliger un terme d’erreur de taille acceptable, nous pouvons nous placer dans

le cas ou
g<T, h/T<gYZ<hT, gX>hl, Y >Z, Q1/hT < Ay <TQ1/h,

I'encadrement Qo /hT < Ay < T'Q)2/h étant inutile et 'inégalité X > Y étant une conséquence
de celles ci-dessus.
Lorsque (a1, q;) = 1, nous avons

N(Ay) = Y L= > plk)plks) > 1

az<As k2|g:c a2<A2/k)2
az=—aizy~ " mod z kilg kaas=—ar1zy~! mod (k12)
(a2,g2)=(a1z+a2y,9)=1  (ky,k2)=1

A
= pa(g)pr(0) " +0(23°9).

Nous rappelons la quantité V' définie en (LII]). Une sommation d’Abel fournit

Vig,z,y,zh) = Y > B(2) B (22) B - % - %

1|01 <TQu/h  1<lasl<gz/? h %
(a1,q1)=1 az=—ajzy~ ! mod z
(a2,97)=(a1z+a2y,9)=1 (4.23)

= Y {29 g gy + O

1<|a1|<TQ1/h
(a1,q1)=1

avec
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et R7(ap) le terme d’erreur vérifiant

Qw(w)gw(g q2/2
o) <2 ()] [ 1 (2) (- 2 ) - (22) - - 2o
a2 C_Il —q2/2 q1 q2 a2 41 a2
+2““3“”E( DIz G )\ 5+ 3)))
q1

Nous utilisons ([B2]) et le Lemme de sorte que le premier terme du majorant Ry(ay)
vérifie

R71 (CLl) <

ow(@)3w(a) /1/2 day (@) 3w(g)
llar/qi|| +1/h 1/2(||a2H+1/h)(\\a2+a1/ql\\+1/h) (Hal/quH/h)

Il vient

h
Y Re(a) < 2903 9R%g (log q1) < 2973 (log q1) Q1Tq2.
1<la]<q1/2 z
(a1,q1)=1

La contribution de ce terme d’erreur est clairement O (h(log h)®/T).
Il s’agit donc d’estimer la somme

3 u(gz)u(g:cyZ) w;(g) 3 ‘ Eh<q1)

©(9)*01(9)p(y2)*e(x)

2

P(gryz)<h? 1<|a1|<TQ1/h
(z,y,2)€D(9) (a1,01)=1
g<T,h/T<gY Z<hT
gX>hT

Une sommation sur x et X fournit un terme

<——1ogh) Z #g)ilgy2)ea(g) S ‘Eh(%)r+0(h(1ogh)(1ogT)2).

9)*yzp(yz) 1<]a1|<TQ1/h n
(a1,9y2)=1

NYZNZ
h/T<gYZ<hT,Y>Z

Puis nous intervertissons les sommes en y et z et celle de a; et sommons en y et z. Un simple
calcul fournit un terme principal

1/ q 11(9)#2(9) . 2Z ay 2dt3dt2
(=L _1oeh _PIJTRAT)
C(2)<90(Q) o ) gng 9¢(9)-1(9) 1<‘a1‘<TQ m? 9t2t3 ) t5t3
h/T<gY Z<hT,Y>Z (a1,9)=
1 /g 1(9)¢2(g)
= — (2 _logh IJPT)
7 o 2 >Z 2(9)21(9)

h)T<gY Z<hT,Y >Z

1/9Y Z
901 CL1 / / |Eh al’lL2U3)| dU3dUQ
1/2

1<|ar \<TQ ¥ 1/29Y 2

(a1,9)=1
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Des manipulations semblables a celles du sixieme cas permettent de se restreindre a h/T <
gYZ < hT, et h'/? <Y < h, puis a |a| < T2
Nous obtenons alors un terme principal égal a

1 T/h
— —<L —log h) Z ,u(g)apg(g) | By (a1ugus)|*dusgdus
C(2)\plq) = vloealo) | 5 \<T2 - 1/2 Juonr
h1/2<Y <h (a1,9)=
1 T/h
= oo (_q —log h) Z Z ,u <p2 19)el9) / / | By (a1usus )| *dusdus.
¢(2) \e(q) LelaTer? so— gyt 1(9) Jij2 Jijonr
h/2<Y <h (9 a1)=1

Nous utilisons alors

Z M( )% ) = Z l:p(é))@(@: 5)) < P1ya(ar)’L(T) 2

(al 9) 1 (al g) 1

ce qui fournit une contribution
< h(logh)*(log T)L(T) 2.
En rassemblant ces résultats, nous obtenons bien

S7(0) < h(log h)*L(T)™" + h(log h)(log T')?.

4.7 Conclusion de la démonstration du Théoréeme 1.1l

Nous partons de la formule (7). Nous devons donc estimer V3(h). Le Lemme B2 couplé
avec le Lemme permet de traiter le cas ou gYZ = Q1 > hT et gX = Q2/Z > hT. Le
Lemme permet de négliger la contribution du cas ou gYZ = Q1 < h/T et gX = Q2/Z >
hT. Le Lemme[4.6]le complete en majorant la contribution du cas ou h/T < gY Z = Q1 < hT
et gX = Q2/Z > hT.

Nous pouvons donc considérer le cas restant g X < hT. Le Lemme estime la contri-
bution du cas ¢YZ = Q; > hT, X > ZT* sachant que grace au Lemme le cas X < ZT*
est négligeable. Le Lemme qui traite du cas h/T < gYZ < hT, gX < hT permet de
conclure.

La somme des termes d’erreur apparaissant dans ces lemmes est majorée par

h(logh)'?  h(logh)™
+
L(T) T

< h(log h)(log, h)*(log T)® +

En choisissant T = exp{150(log, h)?}, nous obtenons alors le terme d’erreur annoncé au
Théoreme [LT1
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5 Démonstration du Théoréeme

L’hypothese fournit lorsque 1 < k <3 et 1 < 2 < X l'estimation

> T Ao(n+d)) = &(D)x + O(E5(X: h)). (5.1)

1<n<z j=1

My (X, h) ::% 3 ( 3 Ao(n+d))3.

1<n< X 1<d<h

Nous avons

En développant le cube, nous obtenons

1
Msy(X,h) = > X > Ao(n+di)Ag(n + ds)Ag(n + dy)
1<dy,d2,d3<h 1<n<X
djdistincts
+ Z Z Ag(n + dy)*Ag(n + dy) + Z > Ao(n+d).
1<§ll¢dd2<h 1<n<X 1<d<h 1<n<X
1 2

Nous notons Ms ; la j-ieme double somme apparaissant dans le développement de M3(X, h).
D’apres 'hypothese (L3)) et le Théoreme [T
Mz = Rs(h) + O(R’E3(X, h)/X)

(10g2 h)14

= Dh(toghy?(1+0( log h

)) + O(W*Ey(X. 1)/ X).

Nous suivons [14] pour estimer Ms o, puis M; 3. Nous observons que

Ao(n + d1)2 = A(n + dl)Ao(n + dl) — Ao(n + dl)

= A(n + dl)(log(n + dl) — 1) — Ao(n + dl) + O(A(n + d1)1n+d1¢’p lOg X)

= No(n+ dy)(log(n +di) — 2) +log(n + di) — 1 + O(A(n + di)1yya,¢p log X).
La contribution & Mz, du dernier terme est < h%(log X)?/v/X. Comme Gy({d>}) = 0, une

sommation d’Abel permet de montrer que la contribution a M; o du terme log(n + d;) — 1
est < h(log X)E5(X, h)/X. La contribution a Mz, du premier terme est

_ Ra(h)
X

X
/ (logz — 2)dz + O (h*(log X ) E5(X, h)/X).

0
D’apres (16) de [14], lorsque B est la constante définie dans I’énoncé, pour tout € > 0, nous

avons

Ry(h) = —h(logh — B — 1) + O(h/?*9). (5.2)

11 vient

X
Mo = —%(logh —~B-1) / (logx — 2)dz + O(h*(log X ) E3(X, h) /X + h'/** log X).
0
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De méme, nous observons que

Ao(n +d)* = A(n + d)(Ao(n + d)* — Ag(n + d)) + Ao(n + d)
= A(n + d)(log(n + d) — 1)(log(n + d) — 2) + Ag(n + d)
+ O(A(n + d)1,4a¢p(log X)?)
= Ao(n + d)((log(n + d) — 1)(log(n + d) — 2) + 1)
+ (log(n + d) — 1)(log(n + d) — 2) + O(A(n + d)1,1agp(log X)?).

La contribution & Ms3 du dernier terme est < h?(log X)?/v/X. Comme &({d}) = 0, la
contribution & Ms 3 du premier terme est < h(log X)?F3(X, h)/X. Ainsi
ho [* 2 2 2
M; 5 = e (logz — 1)(logz — 2)dz + O (h(log X)*E3(X, h)/X + h*(log X)?/X).
0

Cela implique bien

3(X, h) =% / 2(log h)* — 3(log h — B)(logz) + (logz)*)dx

+ O(h(log h)(logy h)™* + h(h +log X)?E3(X, h)/X + h'/*™ log X)
=h(2(log h)* — 3(log h — B)(log X) + (log X)?)
+ O(h(log h)(logy B)™* + h(h +log X)?E3(X, h)/X + h'/*™log X).

6 Démonstration du Théoréeme [1.4

Nous suivons la méthode de Montgomery et Soundararajan [I4] en nous concentrant sur
les moments d’ordre impair K = 2K’ + 1 avec K’ > 1. A chaque étape, nous reprenons
leurs notations sauf que leur H est noté h, et leur h sera noté i. Nous n’indiquons pas la
dépendance en K des estimations.

Suivant [I4, eq. (61)], nous avons

1 K
MK(X,h):}Z > (Ml, ) > ZHAOn+d (6.1)

k=1 Ma,..., M, di,..., dp 1<n<X j=1
M;>1 1<d;<h
> M=K djdistincts

avec

K _ K
My,..., M)~ M- M

Lorsque m > 1, nous notons A,,(n) = A(n)"Ag(n). Ainsi lorsque M > 1, nous avons

M—-1
m

Ro(m)™ = Ag(n)(A(n) — 1)1 = <—1>M—m—1( )Am<n>.
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En reportant dans (6.I]), nous obtenons

1 K
MK(th'): E Z <M1,...,Mk)

M, M j=1
0<m;<M;—1

ou

k
> Y [[Aw+dy).

di,...,dp 1<n<X j=1
1<d;<h
djdistincts

Pour chaque m, nous introduisons quatre ensembles

K=A{L....k}, H={jeK:m;>1}, ZT={ieK:m;=0}, JcCK

et trois cardinaux associés i = H, k —i =17, j = J. Ainsi

[T2omn+d) [] A+ dy) =[] Ao(n+di) [] (Aoln+d;) + Z HA0n+d

jex jEH i€T jeH
ICJC/C

L’hypothese de Hardy et Littlewood fournit lorsque 1 <z < X

ST +d) [T (Ron+dj)+1) =2 >~ &o(Dy) + O(Ex(X, )

n<wz jEI jEH redox

avec Dy :={d; (j € J)}. Lorsque A(n+ d;) est non nul avec j € H (c’est-a-dire m; > 1),
soit n + d; est premier et alors le facteur A(n+d;)™ 'Ag(n+d;) = log(n+ d;)™ ! (log(n +
d;)—1), soit n+d; est une puisssance supérieure a 2 de nombre premier et alors la contribution
de ce terme est négligeable puisque Ex (X, h) > v X. Nous avons

k k

ij < Z(M —

J=1 Jj=1

K —k.

En faisant une intégration par parties et en approchant log(n + d;) par logn, Montgomery
et Soundararajan obtiennent

% ST MA@ +d)= Y S(Ds)(I(X,m)+ O((log X)X (h+ Ex (X, h)/X),
1<n<X j=1 J
IcgcK

/ H (logz)™ ' (logz — 1))dz.

JEH
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Suivant [14], nous obtenons grace a h < X/*

Li(m) = I(X,m) Y R;(h)h"7(1+ O(1/h)) + O(h*(log X)* *E (X, h)/X)

J
Icgck
= I(X, m)h" " (hRy_;(h)(1 + O(1/h)) + iRy_i41(h)) + O(h*(log X)* " Ex (X, h)/X).

Le facteur i devant Ry_;1(h) est le nombre de maniére de choisir J contenant Z avec un
élement de H en plus.
Nous supposons maintenant A > log X. Nos hypotheses fournissent pour tout k£ > 1

Ri(h) < h*/2 (1og n)#/21,
Puisque |[(k —1)/2] 4+ [(k 4+ 1)/2] = k, nous avons donc

Li(m) < (log X)X =Fplt=0/2 (1og p)[*+D/21 L hE By (X h)/ X
h \LG+0)/2) £ log R [(k=i)/2]

@) <log X )

ho N LOei)/2]

log X )

< (log X)K( 4 REER(X, )/ X

< (log X)K< + R ER(X,h)/X.

Comme dans [I4], nous remarquons que k +1i < k —i + Zj(Mj — 1) < K. Il est aisé de
négliger la contribution des i tels que £+ 7 < K — 1. Le cas k +1¢ = K correspond au cas
M; = 2 pour tout j € H tandis que le cas k + 4 = K — 1 correspond au cas M; = 2 pour
tout j € H sauf pour une valeur ou M; = 3.

Nous nous plagons dans le cas ot k +i = K, M; —1 =m; = 1 pour tout j € H. Ainsi
nous avons 2i = 2(K — k) < K autrement dit %K < k < K. Dans ce cas, nous avons aussi

I(X,m) = %/0 (logz — )" *dx =: Ix_1(X) = (log X)**(1 + O(1/log X)).

Notant &' = k — K’ — 1, nous obtenons

Ly(m) = Ix_x(X)h" " Y (hRok—x (R) (1 + O(1/h)) + (K — k) Roj—+1(h))
+ O(h*(log X)* " Ex (X, h))
= (=1 XY (log X)) (log h)* ! (raws 1 + (K" = K ) pawr 42 + 0(1))
+ O(h*(log X)* " Ex (X, h)).
Nous nous placons dans le cas ot k +i = K —1 = 2K', M; —1 = m; = 1 pour tout
J € H sauf peut étre un exception ot M; = 3. Nous avons 2i + 1 =2(K —k—1)+1 < K
et k + 2 < K autrement dit %(K —1) < k < K — 2. Nous pouvons donc choisir k = K’ + k/

avec 0 < k' < K’ — 1. Notons que cela implique K’ > 1.

Dans ce cas-1a, nous avons encore [(X, m) ~ (log X)5=F et

Li(m) = I(X, m)h' Ry_;(h)(1 + O((log k) /1)) + O (h*(log X)* *Ex (X, h)/X)
= (= 1)¥ pops (log X)X 15 (log h)¥ (1 + 0(1)) + O (h*(log X) ¥ Ex (X, h)/ X).
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En reportant dans (6.2]), nous obtenons

Mg (X, h)
hE'
.y , 2K +1)! K +14+F
= — (logh log X)5' =¥ (—1og h)* (
(log )0<;K,(Og )7 (logh) (K'+ L+ &)2KF \ K7 — K

X (rows1 4+ (K" — K ) popr 42 + 0(1))

+ (log X) Z (log X)X =¥ (—1log h)¥

0<k'<K'—1

+O(h{r" + (log X)X } Ex (X, h)/X).

2K+ Dl (pow +0() (K" + KN oy
(K’+k’)!k2K’ W (K’—k’) (K= k)

(6.3)

Ici le coefficient (Kk_k) = (K[l(ﬂz,k/) permet de compter le nombre de sous-ensembles Z de

{1,...,k} de cardinal k—i = 2k— K = k— (K —k) tandis que le coefficient (K L) = (Kifzi)
permet de compter le nombre de sous-ensembles Z de {1,...,k} de cardinal k — i = 2k +
1— K =Fk— (K —1-k). Dans le second cas, il faut choisir I'’élément j € H tel que M; = 3.
INyenai=K—k—1=K'— k' manicres possibles.

Nous observons facilement les formules

(2K'+1)! K +1+F K’
(K4 14 k12K =K\ K" — k' (raws1 + (K" = ) pizrrs2) = parca(K' + 5K) K

et

ok K K’ + k' . (2K, + 1)!/J,Qk/ K’ -+ K 1 K’
(K + ) \My, ... M)\ K +1— k) ~ 3K + k)2KF\K'+1—k) 32\ )

De plus

S (K + 1) (Iz:) (log X)""¥ (~log )" = K’ (log(x /)"~ log(X/h*")

et
S O(K k) (Ik( ) (log X)X~ (—log h)* = K’ (log(X/h))" " (log X).
Nous en ;é(;uisons
My (X, h)
WK’
= (5 + 0(1))parr2 K (log(X/0) " " (§(log h)? — 3(log h)(log X) + (log X)?)
+O(h{h" + (log X)*'} Ex (X, h)/X).

(6.4)
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