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Résumé

Dans cette thése, nous étudions l'existence de solutions faibles d’énergie infi-
nie de I'équation quasi-géostrophique dissipative critique (notée SQG) sur R? ainsi
qu'une équation de transport 1D dont la vitesse est non locale. Dans un premier
temps, nous nous sommes attachés a étudier I'équation (SQG) lorsque la donnée ini-
tiale est dans l'espace de Morrey-Campanato non homogéne L2, .(R?). Le manque
de décroissance a l'infini du noyau de convolution de 'opérateur de Riesz ne per-
met pas de considérer le cas d'une donnée intiale L2, .(R?). Cependant, en donnant
plus de décroissance au noyau de l'opérateur de Riesz, ou de fagon équivalente, en
donnant plus d’oscillations & 6y nous rendons possible I’étude dans des espaces de
type Morrey-Campanato. Dans une seconde partie, nous nous sommes intéressés a
I’étude d’une équation de transport 1D dont la vitesse est non locale. Contrairement
a léquation (SQG), approche Morrey-Campanato pour ’équation 1D ne fournit
pas de résultats satisfaisants. Le caractére non local de cette équation associé au
fait qu’elle ne soit pas écrite sous forme divergence introduit de grandes difficultés.
Cependant, nous allons voir que 'étude dans les espaces de Lebesgue & poids est
possible et cette derniére approche fournit aussi des solutions d’énergie infinie.
Dans le chapitre 2, nous établissons un résultat d’existence globale de solutions
faibles pour l'équation quasi-géostrophique dissipative critique lorsque la donnée
initiale 6, est dans lespace de Morrey-Campanato A*(H?,,.(R?)) N L=(R?), o
1/4 < s < 1. Ainsi, nous étendons le résultat de Resnick [Res| concernant 'existence
de solutions faibles pour des données initiales dans L?(R?). Comme le noyau de Riesz
n’a pas suffisamment de décroissance a l'infini, nous sommes contraints de donner
plus d’oscillations & la donnée initiale en posant 6y = A*wy. La preuve du théoréme
principal est basée sur I’étude du modéle tronqué sur une boule de rayon R centrée
en l'origine. Pour des raisons techniques, en plus de la troncature, la donnée initiale
doit étre régularisée (en convolant avec une fonction régularisante p.) et nous notons
(SQG) R 'équation (SQG) dont la donnée initiale est tronquée et régularisée. Nous
obtenons ensuite des estimations a priori permettant d’avoir une inégalté d’énergie
fournissant non seulement la régularité désirée mais aussi la compacité nécessaire
au passage a la limite faible dans I'équation (SQG)g,. lorsque les parameétres €, R
tendent respectivement vers 0 et linfini. Le passage a la limite est basé sur une
version du théoréme de Rellich, ce dernier permet d’avoir une convergence forte en
norme (L*([0, 7], L*(R?));o. dans un des deux facteurs du terme non linéaire, ceci
associé & une utilisation répétée du théoréeme de Banach-Alaoglu.

Dans le chapitre 3, nous traitons le cas d’une donnée initiale 6, € A*(H2,,,(R?)) N
L>°(R?), lorsque 0 < s < 1/4 et nous obtenons un résultat d’existence de solutions
faibles. Comme dans le cas 1/4 < s < 1, on utilise une méthode d’énergie pour
démontrer ce résultat. Le manque de régularité ne permet pas d’avoir une inégalité
d’énergie garantissant l'existence globale de solutions faibles, cependant, on montre



que pour toute donnée initiale 6y € A*(H?,,.(R?)) N L™ il existe au moins une so-
lution faible locale. Plus 'oscillation est petite, plus on s’approche du cas singulier
0y € L?,,. et Pamplitude des oscillations correspondant & l'indice s = 1/4 semble
étre critique dans un certains sens.

Dans le chapitre 4, nous sommes intéressés a l’étude d’une équation 1D avec un
terme de diffusion fractionnaire dont la vitesse est non locale. Nous faisons quelques
remarques sur I’hypothése de positivité généralement nécessaire pour avoir un prin-
cipe du maximum L*(R) comme il est prouvé dans I'article de Cérdoba, Cérdoba
et Fontelos |[CCE]. Plus précisément nous montrons que cette condition de signe
n’est pas indispensable si 'on souhaite avoir un résultat d’existence globale dans
le cas de donnée H?(R). Nous nous sommes aussi intéressés aux solutions d’énergie
infinie dont la donnée est dans I'espace de Lebesgue a poids L*(w(x)) ot w(x) est
un poids appartennant a la classe A; de Muckhenhoupt. Nous sommes parvenus a
obtenir un résultat d’existence globale de solutions dans L™ L*(w) N L? H*/*(w) ceci
permet d’étendre un résultat obtenu par Coérdoba, Cérdoba et Fontelos dans [CCE].
Nous finissons ce chapitre en énongant un théoréme d’existence globale de solutions
d’énergie est inifinie pour une famile d’équations de transport générique incluant
I’équation quasi-géostrophique dissipative et non dissipative.



Abstract

In this thesis, we address the study of weak infinite energy solutions for the cri-
tical dissipative quasi-geostrophic (SQG) equation. We also study a 1D transport
equation with a non local velocity. More precisely, we consider the (SQG) equation
with data in Morrey-Campanato type spaces and the other equation in a weighted
Lebesgue spaces. Both spaces generate infinite energy solutions. As in the Navier-
Stokes equation case, it is worth to study the existence of solutions when the initial
data lies in the Morrey space L?,,.(R?). Unfortunately, because of the lack of decay
of the Riesz operator, we cannot suppose that 6, € L?,,.(R?) since the equation does
not makes sense. Nevertheless, we overcome this difficulty by giving more oscillations
to the initial data 6y. This new setting allows us to show that the equation makes
sense and we are able to obtain a global existence result. Since we always plan to
use the maximal principle we will often suppose that the initial data is in L>(R?).
Regarding the 1D equation with non local velocity, the existence of weak Morrey
solutions is not easy to obtain, this is due to the fact that the nonlinearity is not
written in a divergence form. Nevertheless, we are able to adress the study of this
1D transport equation in a weighted Lebesgue space and this also provides infinite
energy solutions.

In chapter 2, we show that for any initial data lying in the space A®(HZ,,.(R?)) N
L>°(R?), where 1/4 < s < 1, we have global existence of weak solutions. The proof
is based on the study of the truncated equation (on a ball of radius R > 0 centered
at the origin) associated with a truncated and regularized initial data (by making a
convolution with a standard mollifer). We obtain some a priori estimates giving rise
to an energy inequality. This latter provides us the desired regularity along with the
desired compactness. Indeed, the energy inequality involves the strong convergence
in (L*([0,T], L*(R?));o. coming from the use of the Rellich compactness theorem,
this fact together with the use of Banach Alaoglu theorem allow us to pass to the
limit when the parameters R and e converge respectively toward oo and 0. Beside
giving an extension of the Resnick result |[Res| this theorem allows us to study the
existence of homogenous statistical solutions.

In chapter 3, we treat the case 0 < s < 1/4. More precisely, we show that for all
initial data lying in A®(H2,,.(R?))NL>®(R?) we have local existence of solutions. The
proof is also based on an energy inequality verified by the truncated and regularized
equation.

In chapter 4, we study a 1D model equation driven by a non local velocity. This
equation has been considered by Coérdoba, Cordoba and Fontelos in [CCFEF| where
the authors show that for all positive initial data in H?(R?) we have global existence
of solutions. We first make some remarks regarding the positivity condition of the
initial data by showing that this condition is not necessary for keeping the global



control but we actually lost the L? maximum principle and the L? decay at infinity.
In the second part of the chapter, we show a global existence result of solutions for
all positive initial data belonging to the weighted Lebesgue spaces L*(w) where w is
a weight of the Aj class of Muckenhoupt. The method we used may easily be exten-
ded to other active scalar equations whose velocity is given by a Calderén-Zygmund

operator which therefore includes the inviscid or the dissipative quasi-geostrophic
equation.






Liste des notations et des espaces

Pour tout n € N*, 1 <p < o0, 1< g < ooetseR, on notera :

e B(xz, R) : boule ouverte de rayon R centrée en x
e supp f : support de la fonction f

e v — 1,4 : fonction indicatrice de I’ensemble A

e [, : espace des suites de carré intégrable

e C*°(R") : espace des fonctions de la classe C* sur R"

e D(R") : espace des fonctions de la classe C*™ sur R" a support compact.

o S(R") : espace des fonctions de la classe de Schwartz i.e C*°(R"™) & décroissance
rapide ainsi que toutes leurs dérivées.

e [P(R") : espace de Lebesgue, autrement dit, 'ensemble des fonctions mesurables
de puissance p-iéme intégrable :

o= ([ 1serar)”

e [P(w) : espace de Lebesgue a poids, autrement dit, ’ensemble des fonctions me-
surables de puissance p-iéme intégrable :

1/p
Il = ([ P uteyie)
o A,(w) : espace de Muckenhoupt.

e H*°(R") : espace de Sobolev d’indice s € R
wE) = {res, [ rIrIfOP & < oo

e BMO : espace de John-Nirenberg, c¢’est I'espace des fonctions localement inté-
grables f telles que

1
1 fllsaro = sup / f = fol de
BeB ’B‘ B
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ici B désigne I’ensemble de toutes les boules B(z,r), ot r > 0 et z € R", |B|

5 [l .

|B]
o LP (R") : espace des distributions tempérées dont la puissance p-iéme est locale-

ment intégrable, autrement dit

1/p
£l = s ([ 1rtp ay)
rzER” lz—y|<1

o ) .(R™) : espace des distributions tempérées qui sont uniformément localement

dans H*(R"™)

désigne la mesure de Lebesgue de la boule B sur R", et fg =

1£11%

o H?, (R") : espace des distributions tempérés qui sont uniformément localement
dans H*(R")

Hs, (R) — ||f||L2 L(R™) + ||ASJC||L2 L(R™)

loc

Hf‘ %{;loc(ﬂgn) = ||Asiniloc(]R")

e B ,1<p<oo,s€R,1<qg<o0:espace de Besov non homogenes (définis via la

décomposition de Littlewood-Paley)

1

Bs, = IS0 fllLr + (Z 2jS‘I||Ajf||g> < o0

J=0

Bl,=y/cS®RY, |l

° B;q, 1 <p<oo,seR, 1< qg< oo: espace de Besov homogeénes (définis via la
décomposition de Littlewood-Paley)
1
By, =1 feS®RY/P, (Z 2jsq||Aij§> < 00

JEZ.

ou P désigne I'ensemble des polyndémes de n variables & coefficients dans C
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Equations de transport non locales

1.1.1 L’équation quasi-géostrophique sans dissipation

La premiére partie de la thése est consacrée a I’étude de la régularité des solutions
de I’équation quasi-géostrophique dissipative critique, I’étude sera faite dans ’espace
R? tout entier. L’équation sans dissipation a été introduite par Constantin, Majda,
et Tabak en 1994 (voir [CMT]). Elle s’écrit de la fagon suivante :

0f(z,t) +u. VO =0
(SQG) : ¢ u(f) = (0, A0, —0,, A710)
0(0,2) = Oy(x)
ou

0(z) = 0(z —y)

|y’2+a

A9 = (—A)Y?9 = CQP.V./ dy,

L’inconnue est # : Ry x R? — R qui est alors une fonction scalaire. Dans la suite des
calculs, nous nous passerons d’écrire la valeur principale puisque, lorsque 0 < a < 1,
'intégrale est absolument convergente (dans le cas ot 6 est assez réguliére, ce qui sera
le cas). Dans cette équation, le réel o €]0, 2[ est un parameétre fixé, la constante C,,
est positive et ne dépend que de a. Cette équation est un cas particulier d’équations
d’évolutions décrivant la variation de température d’'un fuide non homogéne dans
un demi-espace en rotation rapide (strongly rotating fluids) avec des petits nombres
de Rossby et Ekman (voir [Pe] pp. 345-368). La vitesse du fluide est modélisée par
u = (ug,us2) et s’exprime en fonction des transformées de Riesz de 6 de la fagon
suivante :

u(f) = (—Rab, R10) = (— 0y, (—A)7Y20,0,,(—A)71/26).
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CHAPITRE 1 L’équation quasi-géostrophique sans dissipation.

Autrement dit, la vitesse u s’écrit comme la dérivée perpendiculaire d’une fonction

de flot U :

u=Vv = { O, ¥ ]

0, U

Ainsi, u est de divergence nulle, c¢’est-a-dire V.u = 0. Cette hypothése traduit I'in-
compressibilité du fluide. La fonction de flot ¥ est définie comme une convolution
entre f et un noyau singulier K :

V() = . K(x —y)0(y) dy,

Dans le cas de ’équation quasi-géostrophique, le noyau K n’est rien d’autre que
le potentiel de Riesz d’ordre 1 défini par

Ce qui implique (voir Stein [Ste])
U= (-A)""2%

L’intéret mathématique d’un tel modeéle vient du fait que cette équation est
étroitement liée a ’équation d’Euler 3D écrite en terme de vorticité (ﬁ = ? X 7)
Les équations d’Euler 3D pour un fluide incompressible de vitesse u = (uq, us, ug) et
de pression p = (p1, pa, p3) s’écrivent

Owu(z,t) + u.Vu+Vp=0
(&) : ¢ Vau=0
u(0,z) = up(x)

Cette équation en terme de vorticité w prend la forme suivante

Ow(z,t) +u.Vw —wVu =0
(Ew) : § w=rot(u)
u(0,x) = ug(x)

Par ailleurs, en prenant la dérivée orthogonale V6 = (—0,0, 0,0) dans 'équation
(SQG) on obtient I'équation suivante

OV0(x,t) + u.VV0 — VuV+0 =0
(VESQG) : { Vo= A
V+0(0,2) = V*0y(2)

12



CHAPITRE 1 L’équation quasi-géostrophique sans dissipation.

C’est ainsi que Constantin, Majda et Tabak [CMT] ont remarqué que ces deux
équations ont le méme type de non linéarité et que la vorticité w dans 1’équation &,
joue un role analogue & V46 dans le cas de 'équation V=SQG. Ce lien peut s’in-
terpréter autrement, les lignes de niveaux de 6 sont analogues aux lignes de vortex
de I'équation d’Euler 3D puisque w est tangente aux lignes de vortex et V>0 est
tangent aux lignes de niveaux de 6.

La seconde motivation est purement physique, elle est celle de I’étude de la fronto-
génése correspondant la formation en temps fini de discontinuité du front de tempé-
rature a l'interface entre les courants chauds et les courants froids.

Bien que I’équation quasi-géostrophique et I’équation d’Euler tridimensionnelle soient
liées, il est important de noter que les transformées de Riesz

—cPV/ d
ICL‘—yI3 o) dy

sont plus singuliéres que l'opérateur de Biot et Savart dans le cas de I’équation

d’Fuler 2D :
=C / dy
@—MQ o)

Pourtant, de facon assez surprenante, le probléme de I'existence globale de solu-
tions faibles pour le cas I’équation quasi-géostrophique est plus facile a traiter que le
cas de I’équation d’Euler 2D. Ceci est du a la structure assez spéciale du terme non
linéaire dans I’équation quasi-géostrophique. La preuve de l'existence de solutions
faibles lorsque la vitesse dans l'espace L (R*) pour I’équation d’Euler 2D die a
Delort [Del| puis simplifié par Majda |[Maj| utilise des techniques d’analyse assez
difficiles pour permettre un passage a la limite dans le terme non linéaire. Dans
le cas de I'équation quasi-géostrophique, la preuve est nettement plus simple, elle
est basée sur des intégrations par parties et une estimation d’'un commutateur (voir
[Res]).

Etant donné que I’équation quasi-géostrophique ne posséde aucun terme régu-
larisant, il est naturel de chercher des solutions de régularité minimale, I’approche
classique consiste & montrer I'existence de solutions faibles. Une solution 6 est dite
faible si elle vérifie 'équation (SQG) au sens des distributions, dans ce cas, en mul-
tipliant I'équation (SQG) par une fonction ¢ € C3°(R?), en intégrant par parties et
en intégrant en temps s € [0, 7] on obtient

T
o(z)0(T, z) do — o(x)0o(x) dx :/ / ub(z, s)Vo dz ds

R2 R2 0 Jr?

L’existence de solutions faibles a été établie par Resnick en 1995 dans [Res|. 11 a
démontré que pour tout 7' > 0 et pour toute donnée initiale #y € L*(R?), il existe
une solution faible § € L*([0,T], L*). Montrer la régularité de ces solutions faibles
est un probléme trés difficile et encore ouvert pour I’équation quasi-géostrophique

13



CHAPITRE 1 L’équation quasi-géostrophique dissipative

sans dissipation. C’est une des raisons pour laquelle 'idée naturelle consistant a
régulariser I’équation en y ajoutant un terme dissipatif a été longuement exploitée.

1.1.2 L’équation quasi-géostrophique dissipative
Le modéle régularisé suivant a été introduit par Constantin et Wu dans [CW] :

0f(x,t) +u.VO +vA“0 =0
(SQG)q : < u(0) = (0p, A0, —0,, A10)
0(0,x) = Oy(x)

Malheureusement, ce modéle régularisé ne fournit pas une approche satisfaisante
au probléme consistant & montrer la régularité des solutions faibles globales de 1’équa-
tion dans le cas conservatif. En effet, dans le cas o € [0, 1], la régularité des solutions
construites par Resnick est un probléme ouvert. L’obstacle principal est le manque
de régularité pour controler le terme non linéaire, le terme de diffusion ne régularise
pas suffisamment pour permettre un controle du terme d’advection (i.e u.V6). 1l est
clair que le cas a petit est mathématiquement trés intéressant & comprendre étant
donné que dans le cas a petit, ou de fagon équivalente quand la dissipation tend
vers 0, I’équation quasi-géostrophique converge vers les équations de Navier-Stokes
tridimensionnelle. Bien qu’artificiel, ce modéle est physiquement intéressant dans le
cas a = 1. Le terme dissipatif étant alors de la forme (—A)Y26, ce dernier modélise
le pompage d’Ekman observable dans les courants marins par exemple. Ce phéno-
méne apparait lors de la compétition entre les vents qui soufflent a la surface des
océans et la force de Coriolis (déviant 'eau a la surface des océans, vers la droite a
I’hémisphére nord et vers la gauche a I’hémisphére sud) provoquant la remontée des
eaux a la surface. Mathématiquement, la puissance o = 1 corresponds a l'indice pour
lequel le terme non linéaire et la dissipation sont du méme ordre (dans le sens ou
u(f) et (—A)Y20 sont deux opérateurs dérivant une fois). En utilisant la technique
de De Giorgi (voir annexe A1), Caffarelli et Vasseur [CV] ont démontré en 2006 que
les solutions faibles construites par Resnick sont de classe C*°. Plus précisement, ils
étudient I’équation quasi-géostrophique sur R" avec une vitesse u € L*BMO qui
est alors une équation de transport générale. Le cas o = 1 correspond donc a la régu-
larisation minimale garantissant ’existence de solutions faibles globales réguliéres.
Les remarques précédentes motivent la définition suivante :

Définition 1. On définit les 3 cas suivants :
— Le cas 0 < a < 1 est le cas sur-critique
— Le cas a =1 est le cas critique
- Le cas 1 < a < 2 est le cas sous-critique

Dans la section suivante, nous donnons les principaux résultats des travaux trai-
tant des questions d’unicités et d’existence globale de solutions dans les différents
cas.
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CHAPITRE 1 Rappel de quelques résultats connus

1.1.3 Rappel de quelques résultats connus pour I’équation
quasi-géostrophique dissipative 2D

Les travaux sur I’étude de I’équation quasi-géostrophique en particulier les ques-
tions mathématiques qui se posent naturellement lors de I’étude du probléme de
Cauchy a savoir les questions de régularité, d’existence, de blow-up, d’unicité, des
solutions (fortes, faibles, mild, auto-similaires..) ont fait ’'objet ces derniéres années
de nombreux travaux. L.’objectif principal étant de mieux comprendre les questions
ouvertes sur I’équation d’Euler 3D. Le résultat fondateur de la plupart des travaux
est celui de Resnik en 1995. Il a non seulement prouvé I'existence globale de solutions
faibles avec données L? mais il a aussi montré que 'équation quasi-géostrophique
possédait des lois de conservation. Le principe du maximum LP avec p € [1, 00| est
un outil trés utile et quasiment incontournable dans les estimations. Il a été démon-
tré par Resnick [Res| puis par Cérdoba et Cordoba [CC|. De maniére plus générale,
ils considérent 1'équation (SQG), avec une force f

00(x,t) + u. VO + vA®0 = f(x,t) (1.1)
Ce principe s’énonce ainsi :
Principe du maximum. Soit 6 une solution réguli¢re satisfaisant I’équation (1.1)

avec f € L*((0,T),LF) ou 1 < p < oo alors :

1001z < 60]120 + / 1£($)lleo ds

Les deux démonstrations de ce résultat reposent sur le lemme de positivité (va-
lable en toute dimension d’espace).

Lemme de positivité. Supposons 6 € LP et A“0 € LP, avec 1 < p < co. Alors
/0|0|p_2A°‘6’ dr >0

Il est important de noter que, si 6 est suffisamment réguliére, la condition d’in-
compressibilité du fluide (V.u = 0) n’est pas essentielle dans la preuve du principe
du maximum (voir |[Res]). La démonstration du principe du maximum repose sur le
calcul suivant

a,0||7 = —p/\e\p-ze(uvw dx—p/\e\P-%M% d:c+p/yeyp—29f dx

Une intégration par parties (justifiée si 6 et u ont suffisamment de décroissance a
I'infini) et la condition d’incompressibilité nous permettent d’écrire

P/ 10P20(uV)0dz = /(uV)\H\p dr =0
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En utilisant le lemme de positivité pour le deuxiéme terme on en déduit que

261 < p / 0201 do < plfI,lo1 "

et donc,
OO, )llp < [1f (z, D)l

En faisant tendre p vers 'infini, on retrouve le principe du maximum L. Maintenant
si I'on suppose que le fluide n’est pas incompressible, on écrit

'p / 10|P~20(uV)0dz

- ‘ / 10|Pdiv(u)da

< [|div(w)|| o=[|6]]5

et donc
ONNOIE < || div(u)lollONE + Pl fIIp 015
et,
1, ..
AelOllzr < Y;Ildlv(U)llooH@IILp + [ fllz»
d’ou

t . ¢ t .
161 < [Balle3 61970 8 [ (o) e o g
0

t
Si 6 est réguliére on a / |div(u)||e ds < oo et en faisant tendre p vers U'infini on
0
retrouve le principe du maximum L.

Dans le cas conservatif et sans force exterieure, on a conservation de la norme
H~/2 pour le voir on écrit

1
~0, [ |ATY?0)? da = / AYOR.V0 dx
2 R2 R2

mais comme

ATYORYONVO dr = | ROR0 dx =0

R2 R2
La quantité

1011512 = 0, / ATV da
RQ

est donc conservée au cours du temps. Cette quantité peut-étre interprétée comme
étant le Hamiltonien de I’équation (voir [Res]).

Lorsque 'on cherche a étudier les questions d’existence, globale ou locale, de
solutions (fortes, faibles, mild ou auto-similaires) il est important de connaitre le

16



CHAPITRE 1 Rappel de quelques résultats connus

scaling de I'équation en question et de rechercher les espaces critiques (c’est-a-dire
dont la norme est invariante par le changement d’échelle de ’équation). Dans le
cas de I’équation quasi-géostrophique, nous avons le scaling suivant : si 6 est une
solution de (SQG), sur (0,7) x R? issue de la donnée initiale 6, alors la fonc-
tion Oy(t,x) = A\*1O(\*t, A\x) est solution de (SQG), issue de la donnée initiale
05(0,7) = \* 'y(Ax) sur (0, A" X R?). Un exemple d’espace critique est la suite

-1
d’espaces de Besov homogénes B, ;" “ou p,r € [1,00].

Dans le cas sous critique, correspondant au cas 1 < a < 2, les questions d’exis-
tence globale et d’unicités sont bien comprises. Ce cas correspond aux valeurs de
a pour lesquelles la dissipation est un opérateur qui dérive strictement plus qu’une
fois, alors que le terme non linéaire contient exactement une dérivée. On peut par
exemple rappeler (voir [Res|, [Ju]) que pour toute donnée initiale 6y € H®, s > 2—2a,
s > 0 il existe une solution globale réguliére. Constantin et Wu ont démontré dans
[CW]| que pour toute donnée initiale réguliére la solution restait réguliére pour tout
temps. Rappelons qu'une des méthodes pour montrer l'existence et 1'unicité de so-
lutions faibles consiste a écrire le probléeme de Cauchy sous forme intégrale et de
résoudre le nouveau probléme par une méthode de point fixe, une telle solution est
appelée solution muld. Plus précisément, on dit qu'une solution # est une solution
mild de 'équation (SQG), si elle vérifie I’équation intégrale suivante

0(x,t) = e "% 1 B(9,0)

ol B est la forme bilinéaire suivante

B(f.9) = /Ot e TNV (fFRYg) ds

Contrairement au cas de I’équation de Navier-Stokes, ’approche mild pour I’équation
quasi-géostrophique dans le cas critique et sur critique ne fournit aucun résultat et
I’existence locale de solution mild reste un probléme ouvert. Cependant, dans le cas
sous-critique, Marchand a démontré dans [Mar] que si §, appartenait & un espace
proche de H* alors il y a existence d’une solution mild. Un autre résultat dans le
cas sous critique qui se démontre par une approche mild (voir [Wul) est le suivant,

si 0y € LP avec p > ] alors il existe une unique solution globale 6 € LPL? ou ¢
Q

est telle que
1 «

-—t+—-—=a-1
p q
Dans le cas critique v = 1, I'un des premier résultat (valable aussi dans le cas sur
critique 0 < v < 1) a été celui de Resnick en 1995 |[Res| dans lequel il a démontré
I'existence globale de solutions faibles avec données arbitrairement grandes dans

L™ N L? et vérifiant une inégalité d’énergie de type "Leray". En 2006, Marchand
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[Mar] a étendu le résultat d’existence de solutions faibles de Resnick |Res|. I a

démontré que pour toute donnée initiale 6y € LP avec p > = et pour tout ¢t € (0,7T),

il existe une solution faible globale vérifiant 'inégalité d’énergie suivante
t
ot + ok [ [ olop-2a0 do ds < ool
0

Si 6, € H~Y/? alors il existe une solution 6 € L>((0,T), HY?) N L?, H*"/?) satis-
faisant pour tout ¢t € (0,7) l'inégalité d’énergie

t
106 Ol + o [ [ 14°20 i ds < ol
0

Dans le cas super-critique ou conservatif, la question de la régularité de telles
solutions a été une question naturellement soulevée et est rapidement apparu comme
un défit d’une grande difficulté. Généralement, on essaie de chercher des solutions
soit par des méthodes d’énergie, soit par ’approche mild. L’'un des probléemes est le
fait que, pour faciliter les estimations, on est le plus souvent contraint a travailler
avec une donnée initiale dans L afin d’utiliser la loi de conservation. Dans le cas
critique, Pespace L™ est a la méme echelle que Uespace critique H'. Cest la raison
pour laquelle les résultats d’existence globale connus dont les preuves utilisent une
approche mild ou une methode d’énergie ne sont en générale validés que sous une
hypothése de petitesse de ||0p||r~. En 2001, Constantin, Cordéba et Wu |[CCW]|
ont réussi a avoir un resultat de régularité partielle. Ils ont démontré que sous une
hypothése de petitesse de ||y~ et si 8, € H' alors la solution reste dans H'
pour tout temps (I'unicité est démontrée dés que la donnée initiale est H?). Ce
n'est qu'en 2006 qu’a la fois Caffarelli et Vasseur [CV] d’une part et d’autre part
Kiselev, Nazarov et Volberg [KNV] obtiennent des résultats d’existence globale sans
condition de petitesse sur la donnée initiale. Plus précisément, Caffarelli et Vasseur
ont prouvé que pour toute donnée initiale f, € L*(R"™) I’équation de transport

00(x,t) +v.VO+ A0 =0
v e LPBMO(R™)
0(0,2) = by(x)

admet une solution globale réguliére vérifiant, V 7" > 0
6 € L=((0,T), L*(R") N L*((0,T), H') N C*((0,T) x R")

Leur démonstration repose sur la technique de De Giorgi. La preuve de ce théoréme
se fait en différentes étapes. Les auteurs prouvent d’abord que la solution issue d’une
donnée initiale dans L* est L™ (voir annexe A1), puis ils montrent que la solution
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L est C pour un certain v > 0, puis finalement que la solution C'7 est une
solution classique (de classe C*). Cette technique s’applique a d’autres équations
paraboliques (voir annexe Al). Le résultat de Kiselev, Nazarov et Volberg [KNV]|
est un résultat de propagation de régularité. Ils ont démontré que pour toute donnée
initiale périodique 6, € C*°(R?) il existe une unique solution globale vérifiant pour
tout 7> 0, § € C=([0, T] x R?) et vérifiant de plus I'inégalité

IVO(z, )| e < C[VEol| L exp exp(C|6] o)

Cette croissance en double exponentielle va dans le méme sens que ce qu’avait prédit
les simulations numeériques dans [CNS|. La preuve de ce résultat est trés astucieuse.
Elle repose sur l'introduction du module de continuité w de 6 et 1'utilisation de
I'équivalent du critére d’explosion de Beale, Kato et Majda [BKM| connu pour le
systéme de Navier-Stokes dans le cas de I’équation quasi-géostrophique. Cet analogue
a été présenté par Constantin, Majda et Tabak dans [CMT]. Il s’énonce ainsi, si
[0, T) est un intervalle maximal d’existence de solution réguliére de I’équation quasi-
géostrophique si et seulement si

T
/ V0| Lo ds — 00
0 T—Tx*

Les auteurs ont ensuite utilisé le fait suivant, si w est un module de continuité de
6 : R? — R, alors on a toujours

V0| (z) < ' (0), VzeR?

Pour le voir il suffit d’écrire de prendre un vecteur e € R? unitaire et d’écrire que
d’une part,
0(z+he) =0 (z)| <w(h), Vh>0

et d’autre part,

. |0(x+he) -0 (x)
le- Vol (z) = limy i M

car w (0) = 0 par définition.

Ainsi, pour controler || V46|, il suffit de construire un module de continuité w
qui est préservé par ’équation. La question importante est donc de construire un tel
module de continuité. Les auteurs raisonnent par ’absurde en examinant les cas ou
le module de continuité n’est plus conservé par I’équation. Si 6y a pour module de
continuité w, et si au bout d’un certain temps ¢y ce méme w n’est plus un module de
continuité de #, alors nécessairement il existe deux points = et y distincts tels que
10(x,to) — 0(y, to)| = w(|z — y|). Le temps ¢y peut-étre vu comme le temps maximal
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de préservation du module de continuité par I’évolution. Kiselev, Nazarov et Volberg
montrent ensuite que le seul scénario alternatif possible (i.e, z = y) est exclu si 'on
choisit w tel que w”(0) = —oo. En effet, comme ||[V0|~ < w'(0) cela signifierait
que w n’était déja plus un module de continuité au temps t¢y. Le dernier résultat
d’existence de solutions sans conditions de petitesse dans le cas critique est celui de
Abidi et Hmidi [AH]. Ils obtiennent un résultat d’existence globale lorsque que la
donnée initiale est dans I'espace critique ngl. Ils démontrent que si 6 € ngl, alors
il existe une solution globale

NS C(R-‘r? Bgo,l) N Llloc(R-f—; B;o,l)'

Leur preuve est basée sur I’étude d’une équation de transport-diffusion dont la vitesse
v est un champ de vecteurs a divergence nulle vérifiant v € L}, (R, W5 (R?)). Ils
démontrent d’abord l'existence locale en utilisant une approche lagrangienne (voir
[HM]) et ils obtiennent un effet régularisant de la solution : si T* est le temps
maximal d’existence, alors pour tout 7' < T™ on a

t99(t) € C([0,T], B2 )

Pour passer du local au global, Abidi et Hmidi utilisent la méthode de Kiselev,
Nazarov et Volberg [KNV]. La principale difficulté est liée au fait que cette méthode
ne s’applique que dans le cas périodique. Cependant, Abidi et Hmidi [HM] ont
montré que ’hypothése de périodicité peut étre remplacée par une décroissance a
'infini de la solution (la décroissance & 'infini vient du choix de la donnée initiale,
elle est prise dans 'adhérence des fonctions test dans l’espace de Besov Bfol)

Dans le cas super-critique (0 < a < 1), il y a seulement des résultats partiels.
On a des résultats d’existence globale lorsque les données initiales sont petites ou
existence locale lorsque les données intiales sont grandes. A. Cérdoba et D. Cérdoba
ont montré dans [CC| qu’il existe une solution globale si la donnée est dans ’espace
de Sobolev H™ ot m < 2. Le reste de la littérature semble se restreindre aux résultats
obtenus par Chae et Lee [ChLee| dans lequel il démontre que si la donnée initiale
est petite dans l’espace critique BS;“ alors il existe une unique solution globale.
Ce résultat a été amélioré par Ju dans [Ju| ou il montre qu’il suffit que la donnée
initiale soit petite dans H® avec s > 2 — a. On peut aussi citer les résultats de Wu
[Wu2|, [Wul|, dans le premier article [Wu2|, il démontre que sir > 1, 1 < ¢ < o0
et p € C" N LY avec une condition de petitesse sur cette norme alors il existe
une solution globale. Dans le second [Wul, il améliore encore la condition, il suffit
d’avoir une donnée initiale dans ’espace de Besov Bgm N B3 ., avec s > 2 — a. Plus
récemment, en 2007, Hmidi et Keraani ont montré dans [HK| que si p € [1,00] et
s > sy, avec sp = 14+ — —a et si 0y € &) alors il existe un 7' > 0 et une solution 6
appartennant a P .

C([0,7); ;) N L ([0, T): B3to).
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CHAPITRE 1 Equation de transport 1D dissipative.

s .
po By, st p < oo,
P B: ,NBY,, sinon.

De plus, sous la condition de petitesse
160l -5 < 7.

la solution devient globale. Leur preuve est basée sur une approche langrangienne
(en introduisant une équation de transport-diffusion un peu plus générale) ainsi
qu'une estimation d’un commutateur et des techniques issues du calcul paradiffé-
rentiel comme celle de [AH| ou [HM]. Les techniques de calculs paradifférentiels ont
aussi permis a Constantin et Wu [CW| de montrer un résultat de propagation de
régularité (en 2007 aussi). Ils ont montré que si 6 est une solution faible de type
Leray-Hopf, a savoir

0 € L>([0,00); L*(R?)) N L2([0, 00); H*(R?)). (1.2)

et si 0 et tg sont deux nombres vérifiant 6 > 1 —2a et 0 < ty < t < o0, alors la
condition

0 € L>=([to, t]; C°(R?)), (1.3)
implique que
0 € C™((to, 1] x R?).

D’autres résultats ont été obtenu par Q. Chen, C. Miao et Z. Zhang [CMZ]. Ils

ont montré que si (o, p, q) € (0,1]x[2,00) x [1,00) et si 6y € By  avec o = —+1—aq,
’ p
alors il existe un temps T > 0 tel que 0(t, z) vérifie

~ .24
0(t,z) € C([0,T); B;,) N L'(0,T; Bpg ),
ou le temps d’existence locale est borné par
sup {T" >0 [|(1 — e’“cp22ajTl)%2j”HAJ-QOHPHMZ) < ek}
Si ||6o]| g, S €F pour un certain € > 0, alors la solution devient globale.

Depuis les travaux récents de P. Constantin et J. Wu (voir [CW3| [CW4]), le pro-
béme de la régularité des solutions faibles dans le cas sur-critique revient a montrer
que pour si une solution faible de type Leray-Hopf est Holderienne de classe C° avec
0 > 1 — 2« sur un intervalle de temps [tg, t], alors c’est une solution classique sur
I'intervalle (to,t]. Les auteurs démontrent aussi que, partant d’une donnée initiale
6y € L? la solution de Leray-Hopf devenait L™ (en étendant la preuve de [CV] au
cas sur-critique). Le probléme ouvert se reduit donc & savoir si toute solution L™
devient C°.
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1.1.4 Equation de transport 1D dissipative

1.1.5 Présentation de I’équation et de quelques résultats connus

Dans le chapitre 4, nous nous sommes intéressés a ’étude de ’équation de trans-
port avec diffusion fractionnaire suivante

0 — 0, HO+ vA“0 =0
(T { 0(0,x) = Oy(x)

L’opérateur H est la transformation de Hilbert, définie par
1 0
HO = —PV/ _(y) dy,
0 x—y

° o) — O — )
|y|2+0¢

A%0 = (—A)Y20 = C,P.V. / dy,

ou (', > 0 est une constante positive ne dépendant que de o o1 0 < o < 2.

Cette équation provient d’un modéle simple d’équation 1D introduit par P.
Constantin, P. Lax et A. Majda dans [CLM]| dans le but de mieux comprendre
I’équation d’Euler écrite en terme de vorticité. L’équation qu’ils étudient est la sui-
vante :

Ow = wHw

D’autres modeéles ont été proposés, par exemple S. De Gregorio, dans [Deg|, suggeére
I’étude du modele 1D suivant :

wp = vw, = wHw (1.4)

Cette derniére équation peut-étre retrouvée en prenant la dérivée par rapport a
x et en posant v = —H, on obtient alors une version dissipative de 1’équation (2). Ce
modeéle peut aussi étre vue comme ’équation quasi-géostrophique dissipative en 1D
(non écrite sous forme divergence) et par conséquent, il est de ce fait 1ié¢ a I’équation
d’Euler 3D écrite en terme de vorticité. Une autre motivation est le lien qu’a cette
équation avec ’équation de Birkoff-Rott. Rappelons que I’équation de Birkoff-Rott
est une équation modélisant I’évolution d’une nappe de tourbillon (vortex sheet). Les
nappes de tourbillon peuvent-étre vu comme des solutions particuliéres de I’équation
d’Euler 2D écrite en terme de vorticité. On prend une donnée initiale wy qui est une
mesure concontrée sur une courbe réguliére de R? et on suppose que la vorticité ini-
tale wy € H '(R?). Cette faible régularité vient du fait que la vorticité est a support
sur une courbe (que l'on exprime avec une distribution de Dirac) par conséquent,
comme la vitesse est discontinue, le cas classique w € LPNL' avec 1 < p < oo fournit
des conditions trop fortes et il faut reformuler ’équation d’Euler de telle sorte que
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I’équation ait un sens dans les deux classes de distributions (voir par exemple le
livre de Bertozzi et Majda [BM02], pp 361-363). On suppose donc que la vorticité
est concentrée sur une courbe réguliére S et que le champs de vitesse est discontinu
le long de la courbe. La courbe S divise le plan en deux régions et on paramétrise
cette courbe S par z(a,t) = z(a,t) + iy(a,t) a 'instant ¢. On note  la courbure
moyenne de S et y(a,t) la longueur de la courbe, ainsi I’équation s’écrit

_ 1 v(a) :
(1) = QWiP'V/ 2(a,t) — z(c/, t) do
aﬁ = Okq

En considérant la version 1D de I’équation de Birkoff-Rott puis en identifiant y(«, t) &
0, et enfin en prenant 0 = 0 de telle sorte que v est constante le long des trajectoires,
on en déduit que ce modele est analogue a 1’équation de transport 1D dans le cas
conservatif (voir [BLM]) :

00 = 6,H6

L’équation de Birkoff-Rott n’admet pas de solution globale lorsque ¢ = 0 pour des
données intiales réguliéres (voir [BM02]). Le méme résultat a été obtenu par |[CC|
de I'équation de transport 1D dans le cas conservatif qui est analogue au probléme
de Birkoff-Rott.

Comme dans le cas de ’équation quasi-géostrophique, on distingue trois cas
dépendant de la valeur du paramétre «, a savoir, les cas : a < 1, a = 1, et a >
1 respectivement appelé sur-critique, critique et sous critique. Dans le cas sous-
critique, Cordoba, Cérdoba, et Fontelos [CCE| ont montré un résultat d’existence
globale lorsque la donnée est dans l’espace de Sobolev H? et est positive. Ils traitent
aussi le cas critique @ = 1 pour lequel ils obtiennent des résultats d’existence globable
pour des données petites dans H?. En utilisant la méthode de [KNV] on peut montrer
que dans le cas critique, que pour toute donnée initiale périodique et C™, il existe
une unique solution réguliére (voir [Dong|). Dans le cas sur-critique, le probléme est
a moitié compris. Généralement, lorsque des difficultés sont rencontrés lors de I’étude
de l'existence de solution pour une équation on essaie de chercher un modeéle plus
simple qui s’y approche afin de pourvoir en déduire ou au moins conjecturer certaines
propriétés des solutions. L’équation de transport 1D a beaucoup de ressemblance
avec I’équation de Burger fractionnaire. L’étude de I’équation de Burger fractionnaire
dans [KNS]| par A. Kiselev, F. Nazarov, et R. Shterenberg n’est a priori pas favorable
a un résultat d’existence globale dans le cas conservatif. En effet, dans [KNS] (voir
thm 1.2 et 1.4) les auteurs montrent qu'’il existe une donnée initiale periodique C*
telle que, dans le cas sur critique (i.e, 0 < a < 1/2), la solution 6 € C([0,T], H®) N
L*([0,T), H***) de I’équation de Burger fractionnaire

80 = 00, — (—A)*0, 6(0,z) = Oy(x)
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explose en temps fini pour tout s > 3/2 — 2. Malheureusement, leur démonstration
ne s’applique pas au cas de I’équation de transport 1D comme nous allons le voir,
néanmoins, elle pourrait ouvrir la voie a d’autres approches. Un résultat similaire a
celui de [KNS| a été obtenu par N. Alibaud, J. Droniou, et J. Vovelle dans [ADV]. Les
auteurs montrent que, dans le cas sur-critique, I’équation ne régularise pas la donnée
initiale méme si cette derniére est réguliére i.e C™. Si la donnée initiale est réguliére
et petite alors la solution reste au moins Lipschitzienne, la situation se détériore
dans le cas de grandes données initiales. Des résultats de blow-up pour 'équation
de transport 1D sans dissipation ont aussi été obtenus par Cérdoba, Coérdoba, et
Fontelos [CCE]. Tls démontrent que, si la donnée initiale vérifie des conditions de
localisation, de régularité (un peu mieux que C'), de positivité ainsi que des condi-
tions sur le maximum de la donnée initale 8y alors I’équation de transport 1D admet
une solution dont la norme Lipschitz explose en temps fini. Dans [CCE2|, Cérdoba,
Cordoba, et Fontelos améliorent le résultat d’explosion obtenu dans [CCF]. Ils dé-
montrent que si la donnée initiale est réguliére (un peu mieux que C'), positive, et
a support compact alors I’équation sans dissipation n’admet pas de solution globale
en temps et localement bornée en espace. La question naturelle que l'on se pose
est de savoir si, en mettant de la dissipation, on peut montrer I'existence globale
de solutions. Malheureusement, la présence de dissipation ne donne pas nécessaire-
ment I'existence de solutions globales. En effet, Rodrigo et Li dans [RL1] ont montré
qu’en considérant 1’équation légérement dissipative i.e a € [0,1/4] pour une classe
de donnée initiale générique les solutions de I’équation de transport 1D explosaient
en temps fini. Leur preuve est basée sur un critére d’explosion de type Beale, Kato,
Majda vérifié dans le modéle 1D. Le cas sur-critique « € (1/4,1/2) reste un pro-
bléme ouvert intéressant pour lequel on ne sait pas s’il existe une solution globale
ou qui explose en temps fini.
Dans le cas de I’équation quasi-geostrophique conservative, Kiselev et Nazarov [KN]|
ont construit une classe de donnée initiale s’exprimant & l'aide de polyndémes trigo-
nométriques bien choisis et vérifiant la condition de petitesse ||fp||gs < 1si s > 11,
pour laquelle la solution @ vérifie, pour tout A > 0 : limsup,_,, |0 zs > A
D’autres modeéles ont été étudiés, par exemple par Castro et Cordoba. Dans [CaC]
ou les auteurs démontrent ’existence d’une solution auto-similaire d’une équation
modifiée dans le cas conservatif.

1.2 Solutions d’énergie infinie

1.2.1 Cas de données initiales appartenant & des espaces de
Morrey-Campanato

Un des objectif de la thése était d’étudier I'existence et la régularité des solutions
de I'équation quasi-géostrophique dissipative critique lorsque les données sont dans
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CHAPITRE 1 Solutions d’énergie infinie

des espaces de Morrey-Campanato (typiquement les espaces L, et H;, .) comme

dans le travail de P-G Lemarié-Rieusset [PLR2| ou plus récémment Basson [Bass].
Ces espaces permettent d’étendre les résultats d’existence connus lorsque la don-
née est dans un espace de Lebesgue ou de Sobolev d'une part, et ils permettent
d’autre part de construire des solutions statistiques spatialement homogénes moyen-
nant le fait que les équations considérées aient un sens dans les espaces de Morrey-
Campanato. Donner un sens a ’équation n’est pas toujours facile. Dans le cas de
I’équations quasi-géostrophique dissipative, le premier obstacle rencontré a été celui
de donner un sens aux transformées de Riesz qui ne sont pas définies dans 1’espace
L?,,.(R?). La principale difficulté réside dans le controle des basses fréquences des
transformées de Riesz. En fait, on peut donner un sens a u = R>6 lorsque § € L2,
a condition de demander a ce que les basses fréquences S; converge vers 0 dans S’
lorsque j — —oc et que R*(Id — S;)0 converge dans S’ vers une fonction de L?,,..
Cette derniére approche a été utilisée par Marchand [Mar| dans 1’étude des solutions
globales de donnée initiale 6, € H~'/2. Dans notre cas nous utilisons une approche
un peu différente que celle de Marchand. Afin de donner un sens & I'équation, et
surtout aux transformées de Riesz, 'idée consiste & donner plus de décroissance &
I'infini au noyau de 'opérateur de Riesz. A cette fin, nous posons 6 = A*w et nous
supposons que w € H'Zloc avec 0 < s < 1. Pour pouvoir utiliser le principe du maxi-
mum L, qui est indispensable si I'on souhaite avoir des estimations globales en
temps, nous supposons de plus que 0 est dans L. L’idée de la preuve est basée sur
un schéma classique. Elle consiste a étudier I’équation tronquée sur une boule de
rayon R puis obtenir une inégalité d’énergie fournissant la compacité nécessaire au
passage a la limite faible par rapport au paramétre R. La donnée initiale tronquée
est dans un espace plus petit dans lequel on sait résoudre 1’équation. Dans notre
cas, la donnée initiale tronquée est dans L? N L. Le résultat de Resnick (ou plus
récemment celui de Marchand [Mar|) permet d’affirmer qu’il existe une solution de
type Leray-Hopf (qui est réguliére par le résultat de Caffarelli et Vasseur [CV]) mais
cette régularité n’est pas suffisante pour justifier les calculs. Plus précisément, nous
avions besoin d’intégrabilité (au moins H?) dans le but de donner un sens au in-
tégrale apparaissant dans le calcul de la norme. La solution (en w) de Resnick est
dans Vespace L*((0,T), H*/?) et comme 0 < s < 1, il y a un manque de régularité
lorsque s est assez petit. Nous avons besoin d’estimer globalement le produit u#
dans une norme Sobolev de régularité positive. Nous avons donc besoin pour cela
d’un controle global des transformées de Riesz dans I'espace L™ L™ ceci est difficile
a obtenir ca les transformées de Riesz n’envoient pas L™ dans L mais dans un
espace un peu plus grand, a savoir I'espace BMO. Le résultat de Abidi et Hmidi
[HM] sur la propagation de la norme ngl permet d’avoir cette borne globale étant

donné que B2, ; C L™ nous avons donc besoin non seulement de tronquer mais aussi
de régulariser la donnée initiale pour pouvoir utiliser le résultat de Abidi et Hmidi.
Dans l'estimation d’un terme, nous sommes contraints d’imposer 1/4 < s <1 car le
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cas 0 < s < 1/4 ne fournit pas d’estimation globale en temps comme nous allons le
voir plus bas. Il est important de noter que si 3/2 < s < 2 alors la solution tronquée
a assez de régularité Sobolev et notre résultat s’étend au cas super-critique et méme
de fagon plus générale au cas conservatif car la dissipation critique n’est ajoutée que
dans le but d’utiliser le résultat de Abidi et Hmidi. Nous avions aussi besoin, dans les
estimations a priori pour la donnée intiale d’avoir wy € L™, en écrivant de facon as-
tucieuse wy on a pu montrer que wy € L. Nous avons montrer que sous 1’hypothése
0o = Nwy € L N A°(H;,,.), il existe une solution globale si 1/4 < s < 1 et locale
si 0 < s < 1/4. Plus précisement, nous avons ainsi obtenu les deux théorémes suivant

Dans ce cas 1/4 < s < 1, nous avons le théoréme d’existence globale suivant

Théoréme 1. Supposons que 1/4 < s < 1, et Oy € A*(HZ,,,) N L™, alors Uéquation

(SQG) possede au moins une solution faible 0 vérifiant pour tout T < oo
NS (Loo([oa T]v LQ))uloc N (Lf([0> T]v Hl/Q))uloc

et
w e (LOO<[07 T]7 HS))uloc N (L?([O, T]? HS+1/2))uloc-

De plus, pour tout t < T, on a l’estimation suivante :

||w(z, t)Hi?"Hizoc(RQ) <c e,

ot ¢ et C sont deux constantes ne dépendant que de ||6o| o m2) et ||w0||Hsl (R2)

Pour des valeurs plus petites "s" nous obtenons un théoréme d’existence locale
pour toute donnée initiale 6y € A*(H;,,.) N L™. 1l est important de noter que plus

"s" est petit plus on s’approche du cas singulier 6y € L2, .(R?), c’est probablement

I'une des raisons pour laquelle nous avons seulement un résultat d’existence locale.

Dans le cas 0 < s < 1/4 nous avons montré le théoréme d’existence locale
sulvant :

Théoréme 2. Supposons que 0 < s < 1/4, et 0y € A*(H?,,,) N L™, alors Iéquation
(SQG) posséde au moins une solution faible locale 6 vérifiant pour tout

C' (160l oo
7 < Cllfle)
T+ ol
on a . .
NS (LOO([Oa T]v L2))uloc N (L%([OaT]v HI/Q))ulOC
et

w e (LOO([O>T]: HS))uloc N (L?([OaT]a HS+1/2)>uloc-
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De plus, pour tout t < T, la solution w vérifie [inégalité d’énergie :

t
(e Ol < lwolly, +C [ (ol +lwl, +C) ds
ot C' est une constante qui ne dépend que de [|0y]| Lo (r2) el ”"‘UOHHSZ (R2)"

Remarque 1. Le terme ||w||},,  peut étre remplacé par ||w||%.  pour un certain
uloc uloc

0 > 2, nous avons choisi de fizer certains indices afin de simplifier l’inégalité finale.

1.2.2 Cas de données initiales appartenant & des espaces de
Lebesgue a poids

Dans le second modeéle que nous avons étudié, a savoir I’équation 1D notée 7,,
nous avons obtenu un théoréme montrant le controle globale sans condition de signe
sur la donnée initiale 6, € H?. Ce type de question a été traité par H. Dong [Dong]
dans lequel il s’intéresse aussi au cas d'une donnée sans condition de signe. Notre
démonstration est simple, I'inconvénient de celle-ci est que nous perdons la décrois-
sance a l'infini de la norme L? et 'énergie n’est plus conservée par ’équation (notons
que Dong n’obtient pas la conservation de I’énergie). Plus précisement, en notant

160]|726" = F(t)
Nous avons obtenu le théoréme suivant

Théoréme 1. Supposons que 6y € H*(R), v > 0 et a > 1. Alors, il existe une
constante C' > 0, qui ne dépend que de Oy et v, telle que pour tout t > 0 nous avons :

t
IAV20]E2 < [AY280]s + G0l + C [ (P ds
0
Et il existe une constante K > 0 telle que, pour tout T > 0
T
A6, ) S 14801+ C [ (P ds
0

Nous nous sommes aussi intéressés aux solutions faibles lorsque la donnée initiale
est dans I'espace de Lebesgue & poids L?(w), ol w est un poids de la classe Ay de
Muckenhoupt. Nous obtenons le théoréme suivant

Théoréme 2. On suppose que 1 < o < 2, alors pour toute donnée intiale positive
0o € L*(w(z)dx) N L™ avec w(z) = (14 |x)™", 0 < B < 1. Il existe au moins une
solution faible globale 6 a l’équation Ty, telle que, pour tout T > 0

L=([0,T), L*(w(z)dz)) N L*([0,T), H**(w(x)dx))
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De plus,
160G, D172y < 100l1Z2 00y
ou C' > 0 est une constante ne dépendant que de ||0o||

En fait la démonstration du précédent théoréme peut se généraliser & une classe
plus grande d’équations de transport dans I'espace tout entier R" dont la vitesse est
un opérateur de Calderéon-Zygmung 7', ’équation est la suivante

0 ==V (T(6)0) — vA“0
(Go) : { V.T(0)=0
0(0, ) = Oy(x) € L*(w)

Dans ce sens, nous obtenons le théoréme suivant

Théoréme 3. Pour toute donnée initiale positive 0y € L*(w) N L>®(R™) il existe au
moins une solution faible 6 a ’équation G, telle que, pour tout T > 0

L>=([0,T], L*(w(z)dz)) N L*([0, T), H*/*(w(z)dz))
De plus,

16, )72y < 100172y

ot C' > 0 est une constante ne dépendant que de ||0o||

Remarque 2. Un ezemple d’équation appartennant a cette classe est l’équation
quasi-géostrophique (SQG),, avec 0 < av < 2.
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Chapitre 2

Un résultat d’existence globale pour
’équation (SQG) dissipative critique

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions ’équation surface quasi-géostrophique (SQG)
dissipative, critique sur I'espace R? tout entier.

(00 = w0 — (—A)/%
(5Q6) { u = (u1,uz) = (=10, R10)

Rappelons que 6 : (z,t) € R* x R, — R est une fonction scalaire modélisant la
température du fluide, et R; et Ry désignent les transformées de Riesz usuelles dans
R?, plus précisément u est définie par :

u(6) = (85, (—A)"%0, =0, (1) "20),

ou encore par :

a(E) = (@), (€)= (1 20(6), —iZ-p

ZE9(§), —Zme(f))

oul u est la transformée de Fourier de u € S définie par :

u() :/ e T y(z) da
R2
L’objectif de ce chapitre est d’étendre le résultat de Resnick au cas de données

dans un espace de Morrey-Campanato. Rappelons le résultat de Resnick, dans le cas
de I’équation avec dissipation :
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Théoréme 8 (Resnick). Supposons 6y € L*(R?), alors, pour tout T > 0, il existe
au moins une solution faible de I’équation (SQG) vérifiant

) / 06 dr + / 0(u.Vo) dr + / (AY24)(AY?0) dz =0, V¢ € D(R?)

De plus,
6 € L>([0,T], L*(R?)) N L*([0, T), H'*(R?))

Comme dans le cas des solutions faibles de Leray pour 1’équation de Navier-
Stokes incompressible, la premiére idée qui vient & D'esprit est celle d’étendre le
résultat d’existence globale de Resnick & une donnée 6y € L2, .(R?) (voir chapitre
33 de [PGLR]). Etant donné que les transformées de Riesz ne sont pas bien définies
dans L?, (R?) cette premiére approche ne fournit aucun résultat. En effet, pour

voir qu’elles ne sont pas définies sur L2, il suffit de calculer Rf avec f(x,y) =
X{z>0y>0y 00 A = x4 désigne la fonction indicatrice de I'ensemble A. II est clair
que f € L%, (R?) et un calcul immédiat montre que dans ce cas Rf = +oo. Pour
pouvoir donner un sens a Rf, il faut modifier 'opérateur de Riesz dans le but de
donner plus d’intégrabilité au noyau a l'infini. Etant donné que c’est un opérateur

de convolution avec un noyau singulier K de la forme

T
K(x)=C P.V.—]3,
|z
I'idée consiste a donner plus de décroissance a l'infini au noyau, pour cela, on
pose
0=MNw

Dans ce cas,

u(f) = R0 = REA*w
L’opérateur RA® est un opérateur de convolution avec un noyau singulier & défini
par

R o) = ot Cs _ —CS(1+S)§

J |£B|1+S |$|2+s | |

ol 2t = (—x9, 21).

C’est la raison pour laquelle on ne supposera pas que 6y € L?,,.(R?) mais
0o € N°(H;,,(R?)), avec 0 < s < 1. Ainsi définie, u(w) = R*A*w & bien un sens

lorsque w € HZ,,.(R?).
On peut montrer que pour toute donnée initiale 6y = A%wy € A*(HZ,,.(R?)) on a

existence de solutions faibles globales. Plus précisément, on va démontrer le résultat
suivant :
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Théoréme 3. Supposons que 1/4 < s < 1, et 0y € A*(H?,,,) N L™, alors l’équation
(SQG) posséde au moins une solution faible 6 = A*w vérifiant pour tout T' < oo :

0 € (L(0,T7, L*))utoc N (LE([0, T, H'))utoc

et
w e (Loo([(], T]? Hs))uloc N (L?([Ov T]7 HS+1/2))uloc~

De plus, pour tout t < T, on a l’estimation suivante :

lw(z, )%

T
<ce’
ﬁloc(RQ) - ’

H{jloc (RQ)

ot c et C' sont deuz constantes positives ne dépendant que de ||0g]| Lo (r2) €t ||wo|

2.2 Espaces de Morrey et commutateurs

Le but de cette section est de rappeler les différentes définitions des espaces de
Morrey-Campanato. Nous fixerons la norme qui sera principalement utilisée, on dé-
montrera que cette norme est équivalente a une autre norme qu’il s’avérera étre plus
judicieux de choisir dans certains cas. En outre, nous démontrerons un lemme de

continuité d’'un commutateur sur L7, (R?).

On commence par la définition des espaces LZZOC(R2). Ces espaces appartiennent

a une classe plus large d’espaces : les espaces de Morrey-Campanato non homogénes.
Ils sont définis par la norme suivante :

MP(R?) = {f € L} (R*) | sup sup Re™ 4| fllLoBanr) < OO}

r€R2 0<R<1

Ou 1 < p < q < oo. Notons que pour p = ¢ on retrouve les espaces LﬁlOC(RQ). Notons
aussi que la version inhomogéne de ces espaces s’obtient en prenant le sup sur tout
R €]0, 400 au lieu de 0 < R < 1. Dans la suite, on utilisera la définition suivante
des espaces L, (R?) :

uloc

Définition 1. On fize une fonction test positive ¢o € D(R?) vérifiant

do(x) = 1if 2] <2
do(x) =0if || > 3.

Dans la suite, on définira I'ensemble des translations de ¢y comme By, = {¢o(z—
k), k € Z*}, on notera cet ensemble simplement B ou By,. Nous utiliserons aussi les
fonctions ¢y (r) = ¢o(x — k). Dans toute la suite, pour toute fonction f, € D(R?)
nous utiliserons la notation fi(z) = fo(x — k) ou généralement fj sera une certaine
fonction ¢g, 19, ng...etc qui sera égale a 1 sur le support de f.
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Remarque 3. Supposons que 1 < p < oo, f € L, (R?) si et seulement si f €

LY (R?) et si la norme suivante est finie

loc
(A=

uloc

uloc(

(R2) = sup ||<Z5fHLp (R2)
¢ fony)

Nous utiliserons aussi les équivalences de normes suivantes :

||f|| @) sup/ o |f(x)|P do ~ sup ||po(z—FK) f||Lrr2) = sup ||¢o(x—a0)f]|Lr(r2)
+[0,1]2

keZ? keZ? zoER2

En particulier, la norme équivalente suivante

1Az (mey = sup l[@o(x = o) fll (@)
zo€ER2

est invariante par translation et permet de montrer le lemme suivant

Lemme 1. Soit f € L'(R?) etg € L?,,,
défini presque partout, et on a || f * g|p»

uloc

(R?) alors le produit de convolution est bien
(R2) < ”f||L1||9||LP

uloc

Preuve. Comme il est mentionné dans [Bass|, en posant K = x4 + [0,1]?, et en
choisissant la norme équivalente qui est invariante par translation en espace il suffit
d’écrire :

H/If(y)g(ar—y)l dy
0

Ce type d’inégalité traduisant la stabilité par convolution avec L' se généralise
en fait a tout espace de Banach dont la norme est invariante par translation (voir
[PGLRY]).

Tout au long de ce chapitre, nous utiliserons une fonction test 1 construite de
la facon suivante. On introduit une fonction test positive ¥y & support dans [—4, 4]
telle que ¥y > 0 et

uloc

< /If(y)||lg($— Yloexllrz dy < (| flle2llgllze
Lr(K)

Yo(r) =1if |z| <3
Po(x) =0if |z] >4

Ensuite on construit I’ensemble des translations de 1) :

B1/Jo = {wo(ﬂf - SE()), Zg € ZQ}

On définit alors 1 (x) = 1o(z — k) avec k € Z*. Remarquons que, par construc-
tion, la fonction 1, est égale a 1 dans un voisinage du support de ¢y.
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Nous noterons aussi A < B si A est plus petit que B & une constante multi-
plicative prés pouvant étre différente d’une ligne a I'autre. La constante positive C'
qui apparaitra dans les estimations sera aussi éventuellement différente d’une ligne
a l'autre. Ces constantes ne dépendront que de quantités controlées.

Les espaces de Sobolev sur R" peuvent se définir a 1’aide du Laplacien fraction-
naire. Avant d’énoncer le lemme, rappelons que le Laplacien fractionnaire est défini
sur R" par

f(@) = f(y)
S _
Nf=c,V.P =g d
ol ¢, est une constante positive. Nous pouvons maintenant énoncer le lemme

Lemme 2. 570 < s <1 alors, la norme :

0 e 4 )

est finie sur H*(R™), de plus, cette norme est équivalente a la norme usuelle de
H*(R").

Preuve. En utilisant le théoréme de Fubini on a

//If x—'|—xy|”+23 W 4. 4, /| = dx/|f vy — f)Pdy  (2.1)

Posons ®,(y) = f(x + y) ainsi @ ( = f(&).e7**. Par la formule de Plancherel
NOUS avons

[156+0) = FP dy= e [l = 1PIFOP dg

ou ¢, = (2m)~". En remplacant dans (2.1) on trouve

1
[ o o 150~ F0 dy = e [ de [l <P
—1{90_
/|e|x|n+2$ d%/’f ’2 d£

e—l{x _
Posons G(¢ / | PR +2$ da:, il est facile de voir que la fonction G est finie,

positive, invariante par rotation, et homogéne de degré 2s, donc G(&) = ¢, ,|¢|* on
cns €st une constante positive qui ne dépend que de s et de la dimension n. Donc,

/ |f(:L‘) _f(y)|2 dr dy _ Cn,s/’£|2s|f/(z>|2 df

|z —y|+es
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Remarque 4. La constante c, s peut-étre explicitement calculée, elle vaut

Cn,s = L—lwgﬁr(l —3)

s L%

Une démonstration détaillée de cette équivalence de norme (connue aussi sous le
nom de formule de Aronszajn-Smith) se trouve dans le tres récent article [Beckl] (voir
formule 42 page 18 et 19). Une démonstration de cette équivalence se trouve aussi
dans le livre [BCD] (voir prop 1.87 p 28) sans le calcul exact de ¢, 5. En pratique
dans les estimations, la constante importe peu, le plus tmportant étant qu’elle soit
positive.

Le lemme précédent permet de définir Pespace HE,.(R?), ot s € R, de la facon

uloc
suivante :

Définition 2. On dit que f € HE, (R?) si et seulement si f € Hi (R?) et si la
norme suivante est finie :

1f]

2 gy = sup |61l
$EB,

Remarque 5. [l est facile de voir que cette définition ne dépend pas du choix de la
fonction test choisie ¢. Rappelons que f € A° (HE,.(R?)) s’il existe g € H,, . (R?)
telle que f = N°g. Il est important aussi de rappeler la définition des normes

(LQTHS)MOC et (LF 'S)uloc avec s € [0, 1].

T
1wll¢z2 ey, = SUP /O / A (p(x)w(z, 8))|* do ds < oo

peB

0l gy, = 500 s [ A0 () do < oc
t€[0,T] ¢p€B

Dans la suite, nous noterons :

Ay(w) = / (|I;|2¢+ |A82w|2¢) dr et Alw)= / <% + M) dx.

Le lemma suivant traduit le fait que le calcul de la norme peut s’effectuer in-
dépendamment de la position de la fonction test positive ¢, nous I’énongons dans
I'espace R" :

Proposition 1. Supposons 0 < s < 1, les normes suivantes sont équivalentes sur

S (Rn) ;

uloc

= lwlla = sup{Ag(w) < oo}
$eB
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[wlly = sup{A(we) < oo}
¢€B

Preuve.

wol* _ |w]?
2

Pour simplifier, on suppose que 0 < ¢ < 1, alors < —<b et donc

2 2
sup/degsup/M¢dx
;. 2 ;. 2

w
Montrons I'inégalité inverse. Supposons qu’on controle le sup / u¢ dz. On
¢eB

pose 1*(x) = ¢(z), donc

2
sup/‘ ¢ dx < sup /’w—nldas
¢o€EB nEBz 2

D’ou I’équivalence de norme

2
Jwllrz2, ~sup/| (bdstup/’ wel dx

peB

La deuxiéme partie constiste & montrer que si A*(¢w) € L? alors ¢pA*w € L? et
inversement. Tout au long de ce chapitre, nous utiliserons le commutateur entre A®
et une fonction ¢ :

(A%, ¢lf = N(of) — fA°9.

Donc pour tout ¢ € By, et tout ¢ € By, (rappelons que, par construction,
Yr(x) = Yo(x — k) = 1 sur tout voisinage du support de ¢r(z) = do(z — k), et ce
pour tout k € Z*) on a :

VIA® glw + (1 = ¥)[A%, glw = A*(dw) — pA*w
Le lemme suivant nous permet de terminer la preuve.
Lemme 3. L’opérateur Tyw défini par

T¢ : Luloc(Rn) — Luloc(Rn)
w — [A%, ¢w

est continu.
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CHAPITRE 2 L’équation (SQG) critique en w = A™°0

Preuve. Pour démontrer ce fait, on écrit

el < Cn, [1PE =000 gy

|z =yl
min ([|¢||co, |VO| L]z — 1y
< . / el R0 )
min (1, 2|x
< ., 'W Dty dy
— Y
= (Ax|w|)(z
in (1,2 20,
ou A(x) = Chs % Si|z] < 1 alors A(z) = z |n — € L' et comme
lw| € L2,,.(R™) par convolution on en déduit que A  |w| € L2, (R™).
QCns
Si |z| > 1 dans ce cas A(x) = € L'(R") et donc A x |w| € L?,,.(R") d’ou le

| ’n—i—s
lemme.

Finalement, 1/[A*, ¢]Jw € L*(R™). Concernant le terme (1 —1)[A*, ¢|w, il est facile
de voir que :

(I=P)[A% olw = (1—=9¢)A(dw) — (1 —P)pN w
o Lopor
- (1 ¢) (CS|I|n+s ¢)

s1jz)>1

PEE est dans L'(R"), et comme w¢ € L*(R™), par convolution,

Puisque le noyau

on obtient que (1 —)[A®, ¢]w € L*(R™), ceci termine la preuve de la proposition.

]

2.3 L’équation (SQG) critique en w = A"°0

L’objectif étant de donner plus d’oscillations a 6, pour cela on pose = A°w =

(=A)*?w et on suppose que w € HZ,,.. Afin de pouvoir utiliser le principe du

maximum, on supposera aussi que 6 € L. Ainsi, I’équation se réécrit de la fagon
A*(Qyw) = V - (Mw(RTA%w)) — A

Et donc
dw = (A°V) - (Mw(RA*w)) — Aw (2.2)

L’équation que nous allons étudier tout au long de ce chapitre est la suivante :
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CHAPITRE 2 L’équation (SQG) critique en w = A™°0

~ ) Ow = (A™V) - (Mw(RA*w)) — Aw
(5Q6) - { V.R"Aw =0

Remarquons que la donnée initiale vérifie la condition :

90($) = Nw, € As( s

uloc

)N L™,
Comme d’habitude, on doit s’assurer que 1’équation (SQNQG) :

dw = A7V - A*w(RTAw) — Aw
a un sens pour w € L>=([0,T], HZ,,.(R?)) et A*w € L>([0,T], L=(R?)) ot T > 0. Si
w € L>([0,T), H:,,.(R?)) alors Aw a un sens dans D'(R?) et A*w € L>([0,T], L?,,.(R?)).

uloc uloc
Concernant le terme non linéaire :

A5V - Aw(REAw)
On commence par étudier I'opérateur d’intégrale singuliére RTA*. Comme
R0 = VEAT'0 = VAT w = (=0, A tw, 0, A5 M)

En utilisant le fait que le noyau de convolution de 'opérateur A* 'w est défini par

K(z)= ﬁ, on en déduit que le noyau K de up est donné par
€T S
~ C —Cy(1+s) a7
Rz) = ot bs - 2G04+ T
R N P

Soit av € C§° une fonction continue & support compact telle que, a(z) =1si |z| <1
et 0 si x| > 2. En écrivant,

up = aK xw+ (1 —a)K *w
Pour |z| < 1,ona Ka € £ et w € L2, C D' et donc la convolution a un sens. Loin
de Dorigine, on remarque que (1 —a)K x0 € L' « L2, C D'

L’idée de la preuve du théoréme 3 est classique. Elle est basée sur 1’étude de
I’équation tronquée et un passage a la limite. Comme d’habitude dans ce genre
de démonstration, il est important d’utiliser des lois de conservations. Dans le cas
de I'équation quasi-géostrophique, la conservation des normes L? (avec p € [1,00])
facilite grandement les calculs.

En posant 6y = A*w et en supposant que wy € H;, .(R") et 6y € L=(R"™) on peut
montrer que wy € L>(R™), c’est 'objet du prochain lemme

Lemme 4. Siwy € HS,.(R?) et § = ASw € L(R?) alors wy € L™(R?)

loc
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CHAPITRE 2 Un théoréme utile

Preuve. On décompose l'opérateur A® en basses et hautes fréquences. Notons Sy
les basses fréquences, alors

w = A_S(Id - So)Aswo + S()wo

Comme l'opérateur A™%(1d—Sy) est continu de L> dans L* alors A™*(Id—Sywg) N wy €
L*°. De plus, comme HZ,.(R?) est un espace de Banach invariant par translation,

on en déduit que Sywg € L.

]

2.4 Rappel de quelques résultats d’existence globale
dans le cas critique

Dans cette section, nous énoncerons les résultats connus que nous utiliserons
dans la preuve du théoréme principal. Rappelons que 'existence de solutions faibles
a été démontrée par Resnick dans [Res|. Il démontre que dans la cas d’une donnée
0y € L*(R?) il exite au moins une solution faible vérifiant € L®L* N L2H'2. Nous
utiliserons aussi le résultat d’existence globale de Abidi et Hmidi [AH], ces derniers
démontrent qu’il existe une unique solution lorsque la donnée est dans un espace de
Besov critique, 1’énoncé est le suivant :

Théoréme 9 (Abidi and Hmidi). Supposons que 6, € B .. alors il existe une

co,1

unique solution globale 6 solution de ’équation (SQG), de plus :
NS C(R-H Bgo,l) N Llloc(R-f—; B;o,l)'

Remarque. Il est important de souligner que ’espace Bgo’l n’est pas ’espace de
Besov usuel (bien que par abus de notation nous conservions I’écriture usuelle) mais
I'adhérence de D(R?) dans l'espace de Besov usuel, ceci permet d’exclure les fonctions
périodiques.

Nous utiliserons aussi le principe du maximum pour (SQG) démontré par Resnick
dans |[Res|, puis par D. Cordoba et A. Cordoba dans |[CC|, dont nous rappelons
I’énoncé :

Lemme 5. Soit 0 une solution réguliére satisfaisant 0,0 + u.VO + A“0 = 0 alors,
pour tout p € [2,4+00), et pour tout t > 0

t
10|z, + 2 / / A(OP2)P de ds < ||06]2

et,

10() [ o < [|60][ L=
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CHAPITRE 2 L’équation tronquée et régularisée

Preuve. Voir le Corollaire 2.6 de I'article [CC]

Nous utiliserons aussi le lemme suivant :

Lemme 6. Supposons que 0 < a < 2, alors pour toute fonction g convexe, on a
["inégalité ponctuelle suivante :

A%(g(0)) < g'(0)A%(0)
Preuve. Voir la prop 2.3 de larticle [CC|

2.5 L’équation tronquée et régularisée

Soit ¥ € D(R?) une fonction positive, telle que x(z) = 1si |z| < 1et 0si |z| > 2.
Pour R > 0, on introduit la fonction yg(z) = x(z/R). Ainsi construite, xg est de
classe C*°(IR?) et vérifie pour tout R > 0,

Xr(z) =1si|z|<R
Xr(x) =0si|z| > 2R

On définit la condition initiale tronquée 6y r par
Oo.r = Awo.r = A*(woxr)
Nous verrons qu’elle est dans I'espace
Oo.r = A (wxr) € A*(H*(R?)) N L>°(R?) C L*(R*) N L>®(R?)

Dans les estimations futures, nous aurons besoin d’étre plus régulier que L*(R?)N
L™ (en fait, on doit étre au moins de régularité H'). C’est pourquoi nous avons
besoin de régulariser la donnée initiale tronquée. Soit p € D(R?), suppp C [~1, 1] et

1 .
/ p = 1. On définit p.(x) = ;p(g) Comme la donnée intiale 6y € A*(H?Z,,.(R*))N
R2
L>®(R?) alors
bore € (|H* C H* C B, ,(R?)
k>0

Par conséquent, en utilisant le résultat d’existence globale obtenu par Abidi et Hmidi
[AH] on peut affirmer qu’il existe au moins une solution faible wgp de 1'équation
tronquée et régularisée (SQG) g, vérifiant

Orc € C(Ry; Bgo,l) N Ly, (Ry; 3;0,1)-

On appelera équation tronquée et régularisée, et nous la noterons (SQG)g., 'équa-
tion tronquée avec donnée initiale tronquée et régularisée. Elle est la suivante :
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CHAPITRE 2 Bornes pour la condition initiale

Owre = (A°V) - (Nwpe R™"A*wp.) — Awp,
(SQG)Re: § V. RN wp,. =0
Oo,re = A*(woxr) * pe

Avant d’établir 'inégalité d’énergie, on doit montrer que la donnée initiale est bornée
par rapport aux parameétres R et de e.

2.6 Bornes pour la condition initiale

Pour le passage a la limite dans la donnée initiale nous avons besoin de compacité,
dans le lemme suivant on montre que 6y z. est bornée dans L™ et que la borne ne
dépend pas de R et de ¢ :

Lemme 7. Si 6y € L™ et wy € HE,,.(R?) alors sup 100, r.e || oo r2) < 00

R>1,e>0

loc

Preuve. En écrivant le commutateur, on a :

w xr) —
QO,R,s — AS(WOXR) * pe = <XRASw0 +/ O(y)(éR_( y)|2+SXR(y)) dy) % e

Comme A°wy € L™ alors xgA*wg € L. On doit vérifier que I'intégrale comprise
dans la parenthése est bornée dans L indépendamment de R. Pour cela, on coupe
I'intégrale en deux morceaux et on utilise I'inégalité de Young (L> * L' C L*), on
obtient que pour tout R > 1 :

/ wo(y)(Xrlx) = xr(®)) ;- _ / wo(y) Oxnl(®) = xrW)) |
lz—y|<R

|x_y|2+s ’x_y’2+s

wo(y)(xr(7) — xr(Y))
i /Iwy|>R |z — y|*ts W

</ wo(y) IV XR|| Lo dy+2/ wo(y) || xRl e dy
lz—y|<R lz—y|>R

- |l._y|1+s |x_y|2+s

Woll — Y wo(r —y
< |Vl / ol =) g 4 9l / wle =) 4,
i<k 1Yl w>r 1Yl

Do,

< RVl e lwoll e + 2R [Ixkl| o< lwol oo
oo

/wo(y)(XR(l') - xr(¥)) dy

|$ _ y|2+s

En utilisant encore une fois 'inégalité de Young et en prenant le sup sur R > 1 et
e > 0 on obtient

sup ||0o,rellze = sup [[A*(woxr)*pellre < sup ||0orllze|lpellzr S sup ||0o,rl Lo
R>1,e>0 R>1,e>0 R>1,e>0 R>1
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CHAPITRE 2 Bornes pour la condition initiale

On doit aussi montrer que wg g est bornée dans H?,, .(R?).

Lemme 8. Sify € L™ et wy € H),(R?) alors sup ||wo gl g

R>1,e>0 foo(B2) < O

loc

Preuve. Il est équivalent de montrer que A’wy r. € L2,,. uniformément par rapport

a R et e. Comme dans la preuve du lemme précédent, on écrit :

A*(woxr) * p = (XRASwo +C / wO(y)(éR_(xy)‘;}R(y)) dy) x

Comme wy € HE,,.(R?) alors ASwy € L2, et pour tout R > 1, on a que xpA*wy p €

uloc
L uloc*

Pour le second terme, on écrit :

/ W) (Xrl(@) = xr) - _ / wo(y)(Xr(?) — Xr(Y))
lz—y|<R

=y ey

uloc

|$ _ y|2+s

wo(y)(xr(z) — Xr(Y))
+/Iw yI>R W

V 0o 0
</ || XR”L wo(y) dy+2/ ||XR||L wo(y) dy
lz—y|<R |lz—y|>R

) wo(z — ) wolz — )
RV / “ol® Z9) g 1 9l / Wl —y) 4,
wi<r |yt wisr  |Y[*T

On obtient donc

'CS/WO(Q)(XR(@ — xr(Y)) dy

|.T _ y|2+s

S BNV + 2lxalle)l[wll 22

uloc

(R2)

L2

uloc

1
Ot l'on a utilisé le fait que wy € HE,,(R?) donc wy € L2,.(R?) et ]l‘y|<R| = erL!
alors / ﬁ dy € Luloc Concernant la seconde integrale, on remarque que
x S
1 , wo(x — 1)
Ly>rimm € L' et comme wy € L2, par convolution — s We L2,
|| wsr 1Yl

Il reste a voir que :

RSEELO Hwo R€||H1sl,loc R?) = RSEELO ||'w0 R * psHHjloc R2) < Rfu,£>0 ||w0 RHHISAOC R2)||pEHL1
S zﬂp [|wo, RHHEZOC R?)
[
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CHAPITRE 2 L’inégalité d’énergie

On peut maintenant montrer que wg vérifie une inégalité d’énergie permettant
d’avoir la compacité nécessaire au passage a la limite. La solution de I’équation
(SQG) sera obtenue comme limite faible de 0. (lorsque R — 400 et € — 0).

2.7 Inégalité d’énergie et bornes uniformes

Dans cette section, on prouve le théoréme suivant

Théoréme 4. Supposons que 1/4 < s < 1. On a l'inégalité d’énergie suivante, pour
tout v > 0 et pour tout ¢, dans By, :

2
atA¢(wR) +/¢93A@R dr < (C + ;) Hle %{iloc(Rz) + %H¢1U)R| 12L'IS+1/2

ot C' est une constante positive ne dépendant que de ||0p|| o r2) et ||wollms, (w2).-

uloc
Preuve. Soit wg,. une solution faible de 'équation (SQG)g.. Rappelons que
> [Awge

2
WR,e
el oo = sup [ (' el A ¢) di = sup Ag(w,).

On a

Wk.|? ANwp |?
O As(wpe) = /at <%¢ + %d)) dz

= / WrPOwre + ¢Nwr N (Owr,) dx

On doit justifier que la premiére égalité & un sens dans D’'(0,T). Remarquons que,
comme wg., est plus réguliere que Og,, il suffit de montrer que le terme

/ O Ol da

a un sens. On commence par étudier la régularité de 0,0p ., en utilisant I’équation
on a :

ateR,E = _v~(9R,E uR,E) - AeR,e

Comme 0p, € L2HY? alors AOg. € LzH_l/Q, de plus,_par continuité des transfor-
mées de Riesz dans L2H'? on en déduit que u Re € L2H'?. On aimerait donc avoir
ugrfp € L*HY?. Comme on a :

lurOrcll e S urelloe|0rell gz + urell gz 0r.ell Lo

Il suffit donc de montrer que ug, € L*L™. En effet, en utilisant de résultat de
Abidi et Hmidi, on en déduit que la solution est dans ’espace LOOBgovl.
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CHAPITRE 2 L’inégalité d’énergie

Comme les transformées de Riesz envoient continiment I'espace LB | dans
20,1 — L°L on obtient que up, € L*L™.
Par conséquent, ug A*wr, € L?H'?. Notons que sans régulariser la donnée initiale
il est difficile de donner un sens au calcul précédent étant donné que les transformées
de Riesz ne sont pas continues sur L>°L*. Donc, on a V.(0g ug.) € L*H 2 Don

0,0 € L>*H /%, Et comme POre € L2H'?_ on en déduit que le terme / PR 0 0R, dx

a bien un sens et on a :

lui méme, et grace a I'injection LB

Ot Ap(wr,) = /wR,Egb@twR,e dx +/¢Asz,6As(atwR7e) dx. (2.3)

Comme

Oy, = — (A1) - (M, (R*-Aw,)) — Au

On obient quatre termes :

0iAs(wre) = —/wRﬁqﬁASV.(uASwR,E) dx —/wR’e(ﬁAwRG dx

— Nwp V.(ug Nwg) de — | oA wp N wg, da
¢ , : : : :

On estime les trois termes du membre de droite de 'inégalité suivante

OrAg(wr,e) +/¢ASwR7€AS+1wR7€ b= /wR’ﬁASV'(uAsz’E) "
a /(bASwR,eV-(UR,eASwR,e) dx

- / ¢wR,eAwR,e dx

Dans les estimations des deux premiers termes, on va utiliser le fait que up . est

controlé dans l'espace L°L2,, ., c’est 'objet du lemme suivant.

2

3ot : .
wioe €t on a lUestimation :

Lemme 9. ug, est bornée dans L™ L

lurellzorz, S llwrellzem:

uloc

Preuve. Il est équivalent de montrer que, pour tout v € By, Yugr . est controlé dans
L>®L?* indépendamment des paramétres. Pour cela on divise 1u R, en deux parties :

Yupe = YR-Nwr, = YRIAN(wpe) + VREA(1 — d)wp,
= (1)+(2)
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CHAPITRE 2 L’inégalité d’énergie

Comme wg, € (L*H?)yoc alors pwr, € LH® et A*(pwpr,) € L>®L?, par continuité
de lopérateur de Riesz sur L°L? on en déduit que RLAS(¢wR,€) est controlé dans
'espace L™L? et donc (1) aussi. De plus, on a les inégalités :

RN ()i < IA (D) s < sup A" (s < ol
S

uloc

Notons K le noyau de Popérateur R*+A*. On a vu précédemment que le noyau de

, : Cs : . <l o
cet opérateur se comportalt comme PBE qui appartient donc a L* loin de I’origine.
T
Comme wg, € L*L2,,, on obtient :
IR*A* (1 = Q)wrellperz, < Mac(upps)e K * pwrellpoorz,
< Hﬂwe(suppqﬁ)CKHLl [pwr,e LeeL?,
S ||wR,e Lo H?®

uloc

O]
Afin d’alléger les notations on omettra dans la suite d’écrire la dépendance par
rapport & €. Pour le premier terme,

—/A_SV.(wRQS)uRASwR dx

Comme on dérive (1 — s) fois wrp € L*H st1/2 on aimerait intégrer par parties
afin de partager les dérivées & un ordre rendant le controle possible. On doit a
priori dériver le produit ugrfr. Malheureusement on ne peut pas mettre de dérivées
sur up étant donné que ug ne peut pas étre controlé dans un espace de Sobolev
de régularité positive. En fait, un contréle de ur dans un espace de Sobolev de
régularité positive supposerait que I'on puisse controler les basses fréquences de ug
ce qui est vraisemblablement sans espoir. En effet, si le contraire était possible, cela
signifirait que, comme 0r € L*L> alors ugp € LBMO et donc on ne pas avoir
un controle de ¢ug car pur ¢ BMO (car BMO est un espace qui n’est défini que
modulo les constantes). Comme ¢wg € L2H**/? alors A=*V.(wg¢) € L2H**~/% on
a donc besoin de la condition 2s — 1/2 > 0 qui est équivalent a 1/4 < s < 1. Dans
ces conditions, on peut écrire par Holder (en introduisant une fonction ¢ € D, qui
vaut 1 dans un voisinage du support de ¢, et en écrivant 1) = 1)?) et Young, on a,
pour tout v > 0

—/ASV-(wR¢)¢URASwR de < [[ATV.(wro)|r2, |[Y1urllrz, ||¥10r] L~
S l¢wel gi-s[vrwel| gs|0o,r
S Nownll gevrrz[vrwrll g 100, o
¥ 1
S §H¢wRH§;s+uz + %HwRHZ&OC
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CHAPITRE 2 L’inégalité d’énergie

Comme le noyau de lopérateur A~V est L' loin de lorigine et comme upA’wp €
L2, (car ug € L2,,, et A®wp € L™) on en déduit par Cauchy-Schwarz par le lemme

9,

- / wrSAV.((1 — P)urh*wr) dr < |lwrdzzlurl e

uloc

< lwrllg
uloc

Pour le deuxiéme terme on intégre par parties et on utilise le fait que u est de
divergence nulle, on obtient :

—/(bAszV.(uRASwR) de = /V.(¢A3w3).uRASwR dx
= /¢V(Asz).uRASwR dx—i—/AszV(;ﬁ.uRAsz dx

= /qSASwRV.(uRASwR) dx—l—/@%uR.ng dx
D’ou I'estimation,
1
—/qﬁASwRV.(uASwR) dr = §/H%UR.V¢ dx

105l Lo @) [V Oll< 108l 2, @2 [url 2, 2)

S
2
S HwRHHZZOC(RQ)
Remarque 6. Sans régulariser la donnée wnitiale, on ne peut pas effectuer cette
intégration par parties car V.(¢Nwg) € L2H'? donce on doit avoir upNwg €
L2HY? et ceci n'est vérifié qu’apres avoir régularisé.
Concernant le dernier terme, on utilise la propriété suivante traduisant la dé-

croissance de |A¢|

C
Lemme 10. Soit ¢ € D(R?) alors, pour tout x € R?* on a |A¢(x)| < B ou C est
x
une constante positive fizée.
Preuve. Soit By la boule de R? de rayon R > 0 centrée & I’origine. Supposons que
¢ € D(R?) est telle que

¢(xr) =1on Bg
¢(x) =0on By,

Six € By, alors

Ab(a)| g/ 2w 4, <

yep T =yl 7 T [P
Siz € Bg, ety € By, alors par symétrie, ce cas est le méme que le précédent. Main-
tenant, pour x € Br et y € Bg, on utilise la représentation suivante du Laplacien
fractionnaire.
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CHAPITRE 2 L’inégalité d’énergie

Lemme 11. Si s € (0,1) alors pour tout u € S(R"), on a

|y|”+5

(2.4)

Cette formule se retrouve en faisant deux changements de variables (z -z — y
puis z < —z) et en remplagant la variable muette z par y dans les deux derniéres
égalités.

re |7 —y["te Rn |z|ts
_ py [ ez o),
R |2[+s

]

Afin de se débarasser de la singularité a 'origine, on utilise un developpement
de Taylor a I'ordre 2. On obtient alors :

Oz +y) +o(x—y) —26(x) _ [V*llr~
ly[? -yl

Comme le terme de droite est dans L*(Bg), on obtient le résultat voulu.

En utilisant I'inégalité de Cordoba et Cérdoba appliquée & wg, on obtient

1
—wg Awg < —§A(w12q).

Donc,
—/¢wRAwR dr < —/qﬁA(@%) de = —/Aqb w3 dx

1 / 9
S PEE——— |wR| dx
2 TP Joponsy

AN N
B3
=
oS

On en déduit que

_/¢wR Awg dx < C(||6o| 1= )

2
H'Zloc (R2)
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CHAPITRE 2 L’inégalité d’énergie

D’ou, pour tout ¢; € By, et pour tout v > 0 :

~
%Iiloc(Rz) + §“¢1wR|

2
8tA¢(wR,E) + /@bQRAHR dx S (C + ;) HwR,e\

12f[s+1/2 (25)

]
En intégrant (2.5) par rapport au temps s € [0,7] on obtient l'inégalité (2.6) sui-
vante :

2
Hs+1/2 ds

T
A¢(wR<£L‘,t)) +/ /¢93A€R dx ds < A¢(w0,R(x)) + %/H¢1U)R‘
0
2 t
(26) + (C+ ;)/ ||wR||%I5loc(R2) ds
0
Le dernier terme du membre gauche peut se réécrire

T T T
/ /(bHRAQR dx ds = / /AWGR[AW, ¢l0r dx ds +/ /¢]A1/293|2 dx ds
0 0 0

L’inégalité (2.6) devient

2
Fs+1/2 ds

T
A7)+ [ [N 0af do ds < Aofwnnta)) + [ llovunl

T
/ / AY20R[AY? 905 dx ds
0

2 t
+ (C+—)/ [wr
7 Jo

2
Hziloc (Rz) dS +

Ensuite, on décompose 'intégrale apparaissant dans le dernier terme du membre de
droite

T
/ / AY20R[AY? ¢)0R dx ds
0

IN

T
/ / YAY2OR[AY? ¢)0R dx ds
0

T

/ /<1 — )APORIAY?, 9)0 da ds
0

+(2)

+
= (1

Pour le premier, par l'inégalité de Holder et Young on a, pour tout v > 0 :

T T
/ / OAV2R[AYV2 9)0k du ds| < / [WAY20R| 12 ||0g]l 2, ds
0 0

uloc

v [T 1/29 112 1T 2
< §/0 10AY20,2, ds+5/0 [6]2: ds
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CHAPITRE 2 L’inégalité d’énergie

Pour le second terme, on utilise encore Holder et Young pour obtenir que, pour tout
n>0,ona:

r T
/ /(1 — w)A1/29R[A1/27¢]9R dr ds = / /(1 _ w)Al/QeRA1/2(¢9R) dr ds
0
- / /A1/2 VINY20R)00R dx ds
= Z B ‘5/2/ /k or|AY20R||¢0r| dx ds

2
|k|>5 +0,1]

T
77 1/2p |2 1/ 2
g AN20R|* dx d — Orll7. d
|k\5/2/ /k+[071}2¢k| r|" dx ds + o/, | RHLuloc 5

|k|>5

Do |

On a donc

T v T
Atwn(eT) + [ [N 00 drds < Aufwore)) + 5 [ leat o
0 0

T
+ @/ / or|AY20R|? dx ds
2 Jo k+[0,1]2

+ %/||¢IUR| %Is+1/2 ds
1
+(C+ % + — + .. (R2) ds

En prenant le sup sur ¢ € B, ¥ € By et sur k € 7?2 puis en choisissant 71, v, vy
suffisamment petits pour que la norme L?H**'/? apparaissant a droite soit absorbée
par celle de gauche, on obtient

t
(e Ol o < o)l o+ C [ oo, s, o 0

< sup ||wo.r(®)|)% He, (R2) T C’/ |wr(x s)| (®?) ds
R>1 v
Par le lemme de Gronwall on trouve
lwr (2, )| 2o 0.1, e, @) < |[wo,r(2)] %{; 52y’ (2.7)

Donc (z,t) — wg(x,t) est bornée dans L ([0, T], H,,,(R?)). On a aussi besoin
d’avoir une borne de (z,t) — wg.(z,t) dans I'espace (L2H**/?) 0. Autrement dit,
on aimerait avoir un controle des normes équivalentes

T
ol = Wl = [ O
0
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CHAPITRE 2 Passage a la limite (R — oo, € — 0)

Nous avons vu que

T
A¢(wR(x,T))~|—/ /¢\A5+1/2w3\2 dr ds < Ay(wor(z))
0
C T
+ (_77 - K)/ / dr|AV?0R|? dx ds
227 Jo Jetpap2
T

1 1
—+ — Orll? d
(oot [ el ds

On prend le sup sur ¢ € By, ¥ € By, et sur k € Z*. Alors, en choisissant v et 7
suffisament grands pour que la norme ||AY QHRH?LQ 12).... @Pparaissant dans les termes
de droite soit absorbée par le terme de gauche. On obtient

T
%l+/|mm
utoc 0

T
\MW%m%mmsw%ﬂ%m+A‘Wﬂ%m®

lwrllZs,, + IA20r|I2r2) ., < llworl s, ds

donc

Ce qui nous donne la borne (L2H5+1/2)uloc.

La derniére partie est consacrée au passage a la limite. On montre que wg,
converge faiblement vers w quand R — oo, € — 0.

2.8 Passage a la limite (R — oo, € — 0)

Dans cette section, on montre qu'une solution wg . de I’équation tronquée et ré-
gularisée (SQG)g, tend vers une solution de I'équation (SQG). L'étape importante
est le passage a la limite dans le terme non linéaire.

Soit n : (t,x) — n(t,x) € D([0,T] x R?) une fonction test. Clairement, on a

< ateR,ﬁn >=—< 0R,678tn >R—> — < 96781577 >

—+00

Donc,
Owre —— G in D'(]0,T] x R?)

R—+00, e=0
Intéressons-nous a la convergence du terme non linéaire. Comme d’habitude la
convergence faible n’est pas suffisante pour passer a la limite dans le terme non
linéaire. Ceci vient du fait qu'un produit de fonctions convergeant faiblement ne
converge pas forcément faiblement. Nous avons besoin d'une converge forte de g,
elle est donné par une version du théoréme de compacité de Rellich dont nous rap-
pelons 'énoncé (voir [PGLR]), lemme 21.5, pp 218) :
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CHAPITRE 2 Passage a la limite (R — oo, € — 0)

Théoréme (Rellich). Soit a > 0. Si (6.)o<c<1 est une famille de fonctions sur
(0,T) x R? telle que pour tout ¢ € D((0,T) x R?) on a : (#0.)ocecr est bornée
dans L*((0,T), H'(R?)) et (¢0:0.)o<c<1) est bornée dans L*((0,T), H *(R?)) alors
il eviste Oy € L ((0,T) x R?) et une suite ,, convergeant vers zéro telle que pour
tout ¢ € D((0,T) x R?) la suite ¢b., converge fortement vers ¢l fortement dans
L7 .((0,T) x R?) et faiblement dans L;,.((0,T), H'(R?)). Si, de plus, pour tout ¢ €
D((0,T) xR?) on a (¢0.)g<ecy est bornée dans L°((0,T), L*(R?)) alors la suite ¢,
converge vers ¢l fortement dans LP((0,T), L*) pour tout p € [1,00[ et faiblement

dans L*((0,T), L*)

Comme 0p . est uniformément borné par rapport a R et e dans (LQH 1/ 2)loc et
comme up . est uniformément borné dans ’espace (L*L?),c. Par conséquent, en utili-
sant les injections de Sobolev on en déduit que O cupr . est uniformément bornée dans
(LAL*) 10 N (LALA) 100 C ([/2[/4/3)10C C (L2H’1/2)loc, d’ott V.0g cup, est uniformément
bornée dans (L2H -3/ %) 1oc- De plus, comme 6 est uniformément borné dans I'espace
(L2H1/2)loc alors Afg . est uniformément borné dans 'espace (LQH_I/Q)ZOC. On en
déduit que 0,0, est uniformément borné dans (LQH —3/ 2)106. En utilisant le théo-
réme de Rellich, on obtient la convergence forte souhaitée (& extraction prés d’une
sous-suite [;>0, €j>0 qui converge respectivement vers R et € que nous noterons
encore R et ¢ par abus de notation)

Or — 0 dans (L2L*)10c
R——+o00, €0

Par conséquent, V.(urfgr) converge faiblement (& une extraction prés) quand
R — 400,€ — 0 vers V.(uf) dans Pespace (L*H /%), et donc aussi dans Iespace
D'((0,T],R?). De plus, Afg est uniformément bornée dans (L?H~'/?);,., donc Afg,
converge faiblement (& une extraction prés) quand R — +o00,e — 0 vers Aw dans
(L2H~Y%),5. et donc converge dans D'((0,7],R?). On en déduit que, pour tout 7
dans D([0,T] x R?) on a :

<n(t,z),0w > = < (A°V) - (Mw(R"A*w)) — Aw,n >

L’étape suivante consiste a montrer que 6 et w ont la régularité voulue. Rappelons

que L, (avec p > 1) et H;,. (avec s € R) sont respectivement les espaces duaux

des espaces de Banach séparables suivant :

WLP/(Rz) = {9 = L]looc(RQ)v Z HQHLP'(k+[O,1]2) < OO}

keZ?

WH(R?) = {9 € Hyi (R, S oz — k)0« < oo}

keZ?

oul/p+1/p =1
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Passage a la limite (R — oo, € — 0)

Le théoréme de Rellich nous fournit aussi la converge faible suivante (a une
extraction pres) :

Op. — 0 faiblement dans (L2HY?)10
R—+00, e>0

Nous avons vu que wg . est uniformément borné dans l’espace (LOOH ) utoe qui est
I'espace dual de I'espace de Banach séparable L'W H ™. Par le théoréme de Banach
Alaoglu (voir [Bre] page 50), on en déduit que w € Nyep(L(0,1), H*)yoe et donc
RS ﬂt<T(LOO(O, t), Lg)uloc.

Dans la section précédente, nous avons vu que wg, € (L2H s+1/ 2)uloc' Comme ce
dernier est 'espace dual de D'espace de Banach séparable L2W H*"'/2. De méme,

par le théoréme de Banach Alaoglu, on en déduit que w € Neer(L*(0,1), H5+1/2)uloc
et donc 6 € Neer L2((0,1), HY*) uioe
Concernant la donnée initiale, nous avons les converges suivantes :

0o.rc — 0y * — faiblement dans L™
R—+o00, e—0

Wo e — Wy * — faiblement dans H,
R—+o00, €0

loc

Montrons la premiére convergence. Pour tout ¢ € L' on a :

< bore, @ >=< bR, P * pe >—< Oo.r, @ >,

En utilisant la borne uniforme précédent obtenue, & savoir
< GO,Ra ¢ >

< XR907 ¢ >4+ < [AsawO,R]XR? ¢ >
<

< Xrbo, ¢ > +R7°||Vx||L~||wollee + 2R7%|[ xRl Lo~ [[wol| ev,
On en déduit que

<bOor, ¢ >R4> < 0y, > *— faiblement dans L.
—+00

borné dans l'espace H;, ., par conséquent, comme

Concernant la seconde convergence, nous avons vu que wy r est uniformément
TS
obtenons (& extraction prés) la convergence suivante

aloe €St un espace dual, nous
Wo.pe ——> wo * — faiblement dans H;,...
R—+00, e—0
et nous en concluons que

Oo.re ——— bo

R—+00, €0

x — faiblement dans A°( 'SZOC)-
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CHAPITRE 2 Passage a la limite (R — oo, € — 0)

En passant a la limite dans (2.7), on obtient
Hw(a%t)”%ngloc(W) S e

Donce, pour 1/4 < s < 1, les solutions n’explosent pas en temps fini et nous
avons donc existence globale de solutions faibles pour toute donnée initiale 6y €
AS(H?E, (R?) N L>®(R?).

uloc

Remarque 7. Lobjet du chapitre suivant sera de traiter 0 < s < 1/4. Ce cas est
dd au manque de réqularité dans le contréle du troisieme terme de la section 3, a
5aV01T

_/VA_S(MR¢)URGR dx

En effet, on ne peut pas montrer que ce terme est controlé par Cllwgl|

2 2
me, t Ylwr| HEH?

pour tout vy > O.' Néanmoins, dans ce cas, on peut montrer que pour toute donnée
initiale 0y € A*(HE,.(R?)) N L™ on a existence locale de solutions faibles.
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Chapitre 3

Un résultat d’existence locale pour
’équation (SQG) dissipative critique

3.1 Introduction et théoréme principal

Dans ce chapitre, nous continuons ’étude de I’équation quasi-géostrophique (SQG)
dissipative critique sur l’espace R? tout entier.

(00 =uV0— (—A)2
(SQG) : { o (u1,u2) = (—Rof, R10)

Comme d’habitude 6 : (z,t) € R* x R — R est une fonction scalaire modélisant
la température du fluide. Le terme u modélise la vitesse de fuide, qui s’exprime
en fonction des transformées de Riesz usuelles de # dans R? notées Ry et Ry. Plus
précisément u est définie par :

u(0) = (Rob), —Rub) = (0, (—A)'7%0, -0,,(~A)"/?0)
On notera, pour tout 0 < o < 2, A0 = (—A)%Q, ou

O(z) —0(x —y)
‘y’2+a

A9 = (—N)Y/?9 = CaP.V./ dy, ou Cy > 0.

Dans le chapitre précédent, nous avons montré qu’il existe au moins une solution
faible globale pour toute donnée initiale 6y € A*(H;,,.) N L™ sans condition de

petitesse et pour tout s € [1/4,1]. Cette contrainte vient du fait que dans le cas
0 < s < 1/4, a cause du terme

_/VAS(U)R@UR@R dz,
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CHAPITRE 3 Introduction et théoréme principal

on ne peut pas montrer I'inégalité suivante, valable pour tout v > 0,

2
O Ag(wr) + /¢9RA9R dz < (C'+ ;) lwrllfs ey + ngwRHiIm/z

Néanmoins, on peut monter que :

Ollwr(z,t) < Cllwg

2 2 4
. + lwpl|* +C
||H’iloc H’iloc || R“ 5loc
Ce qui implique un controle local de la solution. Plus précisément, on démontre
le théoréme d’existence locale suivant :

Théoréme 5. Supposons que 0 < s < 1/4, et 6y € A*(HZ,,,) N L™, alors Uéquation

(SQG) posséde au moins une solution faible locale 6 vérifiant pour tout

C([|0o]lso
7 < Clltol
T+ wonl?,
on a : .
e (Loo([oa T], LQ))uloc M (Lf([O,TL H1/2>>uloc
et

w € (L([0, T, H*) Jutoe N (L7 ([0, T), H2)) .

De plus, pour tout t < T, la solution w vérifie linégalité d’énergie :

T
||wR(x7 T)Hz/iloc S ||wOH2.Zloc + C\/D (||w| %Zloc + ||wH4';loc + O) ds

o C' > 0 est une constante qui ne dépend que de ||0p]| poom2) et [Jwo] i, (R2)-

3.2 Démonstration du théoréme principal

3.2.1 Position du probléme

Avant de commencer la démonstration du théoréme principal, rappelons que
Iespace HE,.(R?) est défini par la norme

uloc
As 2 2
sup /¢| Oz, t)] —|—¢’9($’t)’ dz = sup A,(0)
$€ B, 2 2 $€B,

Nous utiliserons aussi (une seule fois) la norme équivalente suivante

161, = sup [ 14%(6n(o ~ WG )P do

keZ?
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Nous reprenons le modéle tronqué avec données initiales tronquées et régularisées
suivant
atwR@ = (AiSV) . (A/\S’LUR,6 RJ'AS’LUR,G) — AwRE
(SQG)Rre: § V. R*"N*wp, =0
90,R,5 = AS(wOXR) * Pe

Ou xg est une fonction positive de classe C*°(R?) telle que, pour R > 0,

xr(z) =1si|z|<R
xr(x) =0si|z| > 2R

Et la solution tronquée 0 est définie par
Or = Nwr = A°(wxr)
La condition sur la donnée initiale est la méme qu’au chapitre 1, c’est-a-dire :
Oo,rc = N*(wxr) € A°(H*(R?)) N L®(R?*) C L*(R*) N L®(R?)
donc la donnée initiale tronquée et régularisée vérifie

Oore € (| H* C H* C BY, ,(R?)
k>0

Remarque 8. Dans la suite, nous allons utiliser une méthode d’énergie pour démon-
trer notre résultat d’existence locale, nous avons déja obtenu des bornes uniformes
pour la donnée initiale, celle-ci sont valables pour tout 0 < s < 1, ces bornes uni-
formes fournissent la compacité nécessaire a un passage a la limite faible lorsque
R — et € = 0. Nous ne traiterons donc pas les bornes uniformes pour la donnée
initiale.

Comme précédemment, le résultat d’existence globale obtenu par Abidi et Hmidi

[AH] et le théoréme de Resnick |[Res| permettent d’affirmer qu’il existe au moins une
solution faible wg de I’équation tronquée et régularisée (SQG)g vérifiant

loc

Or € C(Ry; B 1) N Lipo(Ry; Biy) N L=((0,T], L) N L*((0,T], H'?), VT >0

Nous avons vu que équation a bien un sens dans 'espace w € L>®([0, T], HZ,,.(R?))

uloc

et A*w € L>([0,T], L®(R?)) ot T > 0. Nous reprenons le calcul de 9;A4(wp,) ef-
fectué au chapitre précédent :
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Ot Ap(wre) +/¢ASwREAS+1wR6 dr = — /wRﬁd)A_SV.(uASwR,E) dx

—/gf)ASwR,eV.(uR,eASwR’e) dr — /wR7€¢AwR7E dx

Les deux derniers termes apparaissant a droite de la derniére égalité se controlent

tous par C ||wR’€||§{Sl (g2)- Concernant le premier terme de droite, on fait une inté-
utoc

gration par parties

—/wR’EngA_SV.(uASwR,E) dr = —/A_SV(wR,egzﬁ)mgﬁ/XSu)R’6 dx

Dans le cas ou 1/4 < s < 1, on introduit une fonction positive ¢ € D valant 1 sur
un voisinage du support de ¢ et 0 sur supp ¢ + 2 (cette fonction 1 sera utilisée dans
tout ce chapitre), I'inégalité de Holder permet d’écrire

_/ AV (wr ) pup N wge do < || gwpe|l gi-:||0r] L |Yur] 12

Malheureusement, on ne peut clairement pas écrire cela si 0 < s < 1/4 étant donné
que l'on controle ¢pwr qu’en norme L2H*'/? et que lon dérive (1 — s) fois. Clas-
siquement, il est naturel de vouloir partager les dérivées en donnant a chacun des
termes le nombre de dérivées souhaitées. Dans notre cas, on aimerait donner moins
de dérivées au terme wg ¢ du fait que wg 9 € L2H*T'/2, 1’idéal serait donc de
pouvoir écrire

—/wRﬁqﬁASV.WUASwR,G) dx = —/Aer%(wR,egb)A%QS(quszﬁ) dx
Et ensuite utiliser I'inégalité suivante (ot ¢ = 17) :

[YurOrell 120 S 1urell[V10rell ;320 + [10R [ Lo [[1urell 120 (3-1)

Remarque 9. Comme nous allons le voir plus bas, le terme restant (i.e celui en
1 — @) se traite facilement et ne pose aucun probleme. Ceci est di au fait que le
noyau de VN°® est intégrable loin de [’origine.

Il est facile de voir que I'inégalité (3.1) est inexploitable si 'on souhaite obtenir
des estimations indépendantes de R, étant donné que les transformées de Riesz ne
sont pas bornées dans L. Cependant, on va montrer que l'on peut quand méme
controler le produit ¢urfr dans un espace de Sobolev de régularité positive en
utilisant une variante de l'inégalité (3.1). En fait, on peut montrer que ¢uglr se
contrdle dans un espace de Sobolev de régularité positive & condition de perdre un
peu sur le controle de ¢ugr. L’idée consiste a remplacer la norme L de ¢ugr par
la norme d’espace de Besov Bo’ofoo de ¢ug, o 6 > 0. Pour cela, il faudrait d’abord
commencer par montrer qu’il existe 6 > 0 tel que ¢ur € Bo_o‘foo. C’est 'objet du
prochain lemme,
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CHAPITRE 3 Démonstration du théoréme principal

Lemme 12. Pour tout ¢ € By, il existe 6 > 0 tel que ¢pup € Bo_o‘foo.

1/2
[o¢]

Preuve. Comme ¢ur € H'? alors par Bernstein dup € BQ_ en utilisant une

nouvelle fois Bernstein on a B, ;{2 C Bo_olc/j D’autre part, comme ¢ur € ngo alors

par interpolation ¢ug € Bo_o‘foo pour tout 0 < 0 < 1/2.
O
On divise ensuite l'intégrale en deux parties

—/A_SV(wR,egb)uREI\SwRE dr = —/A_SV(wR7egb)(1 — P ur Nwg, dx

—/A_SV(wR,egb)7,buR,6ASwR,6 dx
Pour la premiére intégrale, on intégre par parties puis on utilise le controle L2,
de ug associé a l'intégrabilité du noyau de convolution I'opérateur A™*V loin de
I'origine et enfin le fait que 8 € L* pour obtenir que

_/ASV(wR,E(b)(l _w)uR,eASwR,e dr = _/wR,e¢Asv((1 _w)uRﬁAszﬁ) dx
< 100l [lwr el 72

Le controle de la seconde intégrale est plus technique, on commence par écrire
ce terme de la facon suivante, il existe o > 0 :

—/A_SV(vaE¢)17Du1:;76A5wR,6 dr = —/wR,e¢AU(¢1UR,e¢1Asz,E) dx
< Cllwredl|rzl|[vurbr.ell me

Afin d’alléger les expressions, nous omettrons d’écrire la dépendance en e¢ dans
la suite. L’inégalité dont on fera usage en section 2 est la suivante, elle permettra
d’estimer le terme de la derniére inégalité ci-dessus, elle sera donc centrale dans
I'obtention de 'inégalité d’énergie :

Lemme 13. Pour tout o > 0 et § > 0 vérifiant 0+ < 1/2, on arfr € HFONL®
et yyur € H? ﬂBO_CfOO. De plus, le produit vérifie yurf € H® ainsi que [’estimation :

[Yurbrlge < [[V1url pzs 110kl mors + 1010R] oo [10R o

Preuve. Le premier point n’est rien d’autre que le lemme 11. La démonstration de la
deuxiéme partie du lemma repose sur la décomposition de Littlewood Paley pour les
distributions ayant une régularité Sobolev positive. D’aprés le théoréme 4.1 p. 34 de
[PGLRI, si E un espace de Banach de distributions dont la norme est invariante par
translation (au sens de la définition 4.1 p. 31, [PGLR] ) alors pour tout 1 < ¢ < oo,
pour tout couple (o, 7) vérifiant —o < 7 < 0 et ¢ > 0 'opérateur de multiplication

57



CHAPITRE 3 L’inégalité d’énergie

ponctuelle est un opérateur bilinéaire borné de 'espace (By pNBL, ) X (By pNBY, )
dans l’espace B;}gf ol, pour tout Ky < kK < K1 et 0 = (1 — 1)Ky + Ny pour tout
n € (0,1), Pespace B[’;ET est défini par interpolation complexe

;,E = [Hp, Hp'lo,g
ot I'espace H est I'espace (Id — A)2 E muni de la norme
1 £llzrg = 1(Zd = A)% fls

Autrement dit, pour tout couple de fonction (f,g) € (Bfz N BL, .)* et pour tout
1<g<ooona

I Follgpsr < 11z lgllse, . + 17115 gl ,

En particulier, pour E = L? et ¢ = 2 et en remarquant que [|f||g_- < [ f]|lz on

en déduit le lemme en prenant kK = o + 0 et 7 = —4.
O]

3.2.2 L’inégalité d’énergie
Dans cette section, nous allons démontrer I'inégalité d’énergie suivante

Lemme 14. On a linégalité

2
Hs
uloc

T
iI'Zloc + C/O‘ (HwR‘ :;ilzloc + C> dS
Remarque 10. La constante C' > 0 ne dépend que de quantités globalement contro-
lées, dans la preuve qui suit, toutes les constantes seront notées C, bien qu’elles
puissent changer d’une ligne a [’autre.

[wr(z, T)|

< [lwo,r| i, T lwrl

On applique le lemme 12 en choisissant d’abord o > 0 telle que

L 2s <o < L
2 2
puis 0 > 0 telle que

1
) < =
+o0 5

Ainsi, les conditions sur ¢ et d nous permettent d’écrire I'estimation suivante :

_/ ATV (wrd) A7 (pupA*wr) < wrdl oo 0urball o

N HwR¢HH1—S—UleuRHB;‘fooleeRHHU‘*“S

+ [wrel gr-s—o |10r]| Lo [[10R]| 170
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ou l'on a posé ¢ = 2. Ensuite, en écrivant que
1 )

[aurlipzs,, < llurllg., < [Sourllss, +I1(Id = So)url s,

Et en remarquant que

[Sourll gz < ISourlle

Ainsi que
1 , 1/2 , 1/2
[(Sour)(z)||Le < ZW lur(y)|” dy < Csup lur(y)|” dy
kez? k+x kez? k+x
S lurllze,
S lJwrlla:

uloc

Ou, dans la derniére inégalité, nous avons utilisé le lemme 8 du chapitre 1 (valable
pour tout 0 < s < 1). Nous avons donc

[Sourllze < [lurl|zz

uloc

< |lwrllgs, .

Pour les hautes fréquences on a

1(Zd = So)urll s, < D IAREA0g[1 <> 277|008l < C|l0|1c

j>0 7>0

Finalement,

leurllges < Cllwnlls, + 10zl < Cllwrlg, + 100zl

Donc l'inégalité

—/A_G_SV(WR@AJ(#}URASU’R) S Nwrdl grso |18 Lo ||010R]| 4o
+ [lwrdll - [rurll g5 _[[U108] go+s

devient

_/A_U_SV(UJR@AU(?WRAS@UR) S Nwrellg-o—sl10r| o 1410R] 1o

+ [[wrdll oo [[10R] 451607

lwrdl o lworll s, 16z] s

| oo

Ensuite, en utilisant le fait que s < 0 < 1/4 et que o0 > 0 est choisi de telle
maniére & ce que 1/2 — 2s < o, on en déduit que s < 1 —s—0 < s+ 1/2 avec
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CHAPITRE 3 L’inégalité d’énergie

d + 0 < 1/2 par construction. Ceci nous permet d’interpoler et d’écrire que pour
tout (k,v,7n) € (0,1)° on a

atA¢wR+/¢HRASGR dx < CHwRH?{Zloc
Cllwrdll.

1—-k
Hs

+

1—
WRO|Far1 /2 1010R] L2 10108 1 160,

| o0

 Clwrdlly wrd e 14107161602l 5" 1ozl oo
+ Clwndllly wrd e sllwnllps 141081, o l¢106] 5"

En prenant le supremum sur tout les ¢ € B, et 1; € By, seulement sur certaines
normes, a savoir, celles fournissant une norme L H;, . de wg ou de fagon équivalente

ocor2 :
une norme LL;, . de 0r, on obtient

loc

2
S
Huloc

8tA¢wR + /¢GRASQR dx S CHle

+C sup {Jundll 105" } leomdlrn s ln0l Nl
€
¢1Ele
+C sup {Jundll 10l | l0ndles Nontilln 160l
S
‘/’1633)1
— 1—
+C sup {lwrd |l 100"} lwrll, Iwrdll. sl tbn] .
¢1Ele

d’ou,

|

8,5A¢UJR+/¢9RASQR dl’ S C“’UJR| ?{iloc + ||wR¢>|

Cllwrlly" lwrd|

uloc

27 lwrgl

uloc

HH5+1/2 ”1/}1012”7]7;1/2 “90,R

+

KHerl/Q leeRHEﬂﬂ HQO,RHL‘X’

+ CH’LURHZZT“HwRdﬁHEswgH%@RHZW-
utoc

Remarque 11. I est important de noter que les normes du type ||wr@||gsr1/2 €t
|U10g|| g1/2 sont les mémes seulement aprés avoir pris le supremum sur toutes les
fonctions ¢ € By et Y € By, respectivement. Dans notre cas, nous devont prendre
ces suprema aussi tard que possible dans les estimations (au moins aprés avoir intégré
en temps) afin d’obtenir les normes désirées, a savoir les normes (L2H3+1/2)uloc de
wgr ou de fagon équivalent les normes (L2H1/2>uloc de 0.

Focalisons-nous & présent sur les 3 derniers termes apparaissant dans le membre
de droite de I'inégalité précédente, a savoir
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= 2T wrd s W10 21160, Lo
T, = oz |010R 12 100, Lo

et

T = i wRON a2 ORI o

Les estimations des termes T} et T2 sont les mémes, il suffit donc d’estimer 77 par

exemple
2 K—

T =

nH@O,R”L"o Hng25| I;IS+1/2 ||77D10R”VH1/27

uoc

en utilisant I'inégalité de Young (avec l'exposant 2/(x + 1) > 1) on obtient, pour
tout p; >0

n+22 2_"{'_77 2 2nn K»+n /i K+n K%In
Ty < py — lwrelly: 0okl +p1 [Jw R¢||Hs+1/2||¢10R||H1/2-

K
En utilisant une nouvelle fois I'inégalité de Young (avec 'exposant d > 1) on

en déduit I'inégalité suivante

K

" s 2 n 2
|pw| +11 ||¢19RHH+172 < /<a+nHwR¢| Frsv12 + m”%%”mm

finalement, on trouve

2 2
_ 2 2-%-7] _z_ pn+n T}prwrn
T < pi (T) gl 100m 7=+ ol st T 1Ol 2o
L’estimation de 75 s’obtient en remplagant v par 7, ainsi, on trouve
_2 2
2 — Kk —U K,«H/ pn+u
T2 < p’ﬁJFV Fr (T) ”wR¢| Hso Heﬂ RH2 S HwR¢HHé+1/2+ 1 leeRHH1/27

par conséquent, il existe une certaine constante A > 0 telle que pour tout : = 1,2

T S p Y wrd|

ilzloc + /)A (HwR(m 2Hs+1/2 + leﬁRHzm) .

L’estimation du terme T3 ne fournit malheureusement qu’une puissance stricte-
ment plus grande que 2 dans le terme ||wgrdl| s, €t I’on obtient par conséquent un

résultat d’existence locale. En effet, en utilisant 'inégalité de Young (avec I'exposant
2/(k +mn) > 1), on obtient que, pour tout p3 > 0
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s+1

(st : : P 2— K= =
O e L e P E e [ M

) K+
et une fois encore, l'inégalité de Young (avec 1’exposant il > 1) donne

K Ul
n—o—n 9 n+n < 2
”1/]1 R||H1/2 = k41 K+

s+1

lpwr]”

par conséquent,

_2 2
K+n K+n 2 2(3—k—n)
KpP3 2 77P3 R 2—K—n =
T < " om0l + S Wbl + o7 (25 ol
Donc, pour une certaine constante B > 0 on a
B 2 B e
T35 S ps |wre| frst1/2 T P3 |W19R”H1/2 +p3 "
En rassemblant les estimations des 7; (i=1,2,3) on obtient
2(3—k—m)

2—Kk—n

Hs,, + Ps3 B”wRH

8tA¢wR+/¢QRASGR dx < (C+p )HwR\

+ (0" + ) |wrdl s + (07 +p3)||w193||§~,1/2.

En intégrant en temps s € [0, 7], nous concluons que

T T
Aywp(z,T) +/ /HRASGR dr ds < Agwo g(z,T) + (C’ + p_A) / |wr|
0 0

T T
#0000 ([ Tl ds+ [ 0l ds)
0 0
B T 2(3=y—mn)
+p3 / Rl " ds.
0 utoc

Comme précédemment, nous réécrivons la derniére intégrale a 1’'aide d’'un commu-

ds
(3.2)

2
HS
uloc

tateur de la fagon suivante

T T T
/ /qseRAeR dr ds = / /AW@R[AW, ¢l0r dx ds +/ /¢>|A1/293|2 dx ds.
0 0 0

(3.3)
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La derniére intégrale de I’égalité ci-dessus fournit un controle de la norme (LQH s+1/ 2)uloc
de wgr permettant d’absorber les normes (LZH s+1/ 2)uloc de wg, ou de fadon équiva-
lente, les normes (L‘X’H 1/ ) uloc de O apparaissant dans le terme de droite de I'in-
égalité (cette égalité de norme n’est vérifiée qu’aprés avoir pris le supremum sur les
fonctions test, voir . L’autre terme de l'inégalité est controlé puisque nous
avons précédemment établi que pour tout py > 0 et py > 0,

T L p T
| avronat oo e as| < (5w 5 [ oA 0l ds
0 0
1 1, ("
— 4+ — Orl|?. ds.
+ (2[1,1 + 2p4)\/0' || RHLiloc 5

Par conséquent, I'inégalité [3.2] devient

T T
AgwneT)+ [ [ 101200 dnds  Apwnn(e. D)+ (4 o) [ lurly, ds
0 0 utoc
T T
(o D) ( [ T s+ [ 0 ds)
0 0

T
Lty Py / [0A Y2652 ds
0

2 2

bt o) [ 10l d
—+ — s
21 2pa” Jo M o

B T 2(2377777)
+ 03 / lwrlly. "™ ds.
0 utoc

En prenant le supremum sur tout ¢ € B, et ¢; € By, dans la derniere inégalité, on
obtient

lon(e, T+ lonlPragenns, S llwos]

uloc

2.
Hiiloc
1

1 T
+ (C+ A+—+—/ W% ds
(C+p o 2p4) i lwallzs,,

A 241 P4 T
B
T +7+5)/0 ol ds

B T 2(23—'v—n)
b oo? [l ds
0 uloc

En choisissant p, p3, ps et p; suffisamment petit afin que les normes (LQH s+1/ 2)uloc
apparaissant dans le terme de droite de I'inégalité ci-dessus soit absorbées par la
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norme apparaissant a gauche. Nous obtenons alors

[wr(z, T)|

T
b 7O el ds 39
T 2(3=y—m)
'2—7—77 d .
+/0 ”wRHHiloc 5

Donc, pour tout K =~ +n € (0,2) nous concluons que

?ililoc + HwRH?LZHsHm)WC N HwO,R‘

[wr(z, T

T 2(3—K)
<l +C [ (lonl, +loal£ ) s (35)

uloc

2
Hs
uloc

Ceci termine la preuve de I'inégalité d’énergie.
m
Comme l'inégalité est vraie pour tout K € (0,2), elle est par conséquent
vraie pour K = 1 par exemple, et dans ce cas on obtient

T
Juwn(e ), < lworl, + [ (leal, +leall, +C) ds
uloc uloc 0 utoc uloc
D’apres I'inégalité précédente, nous avons

Orllwr(e, )|, < Cll6o]loc)lwel

Hs
uloc

2 4
Hipe T [wr| HS, . +C.

Posons
Ut) = [lwrla, )7, +1,

alors,

0y (t) = O||lwr(x,t)|

2. < C(16oll) (lwn

2+ 1)2 = C(lol) (A1),

En intégrant, on obtient

Nous en déduisons

-1
1
2 < — .
HwRHL‘X’HZlOC = (1 + wo.rl2. C(HQOHOO)T) (3.6)
uloc

Donc, nous avons existence de solutions L H;, . sur tout intervalle [0,7™) ot

loc

. C([100]|0)
1+ [lwo,r]

2
Hs
uloc
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On doit aussi montrer que wgr € (L2H s+1/ 2)uloc- Nous avons vu précédemment (voir

aue

T
ol < lwnaly, +C [ lualiy, d

uloc

T
+c/ lwgl|t, ds+CT,
0 uloc

Par conséquent, 1'inégalité nous permet de conclure que la norme (L2H s+1/ %) loc
de wg, est controlée pour tout T < C(||6o]loo) (1 + [Jworl%. )
uloc

3.2.3 Passage a la limite (R — 400,¢ — 0)

Le passage a la limite faible dans le cas 0 < s < 1/4 se traite exactement de
la méme fagon que dans le cas 1/4 < s < 1 étant donnée que la solution vérifie
les mémes estimations. De ce fait, nous avons les mémes propriétés de compacités
que dans le cas de la derniére section du chapitre 2. L’idée consiste a utiliser le fait
que les solutions sont bornées dans des espaces dont le prédual est séparable, ceci
associé a l'utilisation d’une version du théoréme de compacité de Rellich qui fournit
une convergence forte (4 une extraction de sous suite prés) dans l'espace (L2L?)..
Ceci nous permet de montrer que localement en temps on a :

0 € (LOO([()? T]? L2))uloc N (L?<[07 T]? Hl/Q))uloc

et
w e (LOO([Oa T]> Hs))uloc N (L?([Oa T]a Hs+1/2))uloc'
Et par passage a la limite elle vérifie I'inégalité d’énergie suivante : pour tout
T on a :

<
1+ Cllworll%.

uloc

T
e D), < luol, +0/ (ol + Nl +C)ds  (38)
utoc utoc O utoc

Pour les données initiales, nous conservons la méme compacité et donc le passage
a la limite fournit de la méme maniére la convergence (& extraction prés) suivante :

Wo e — Wy * — faiblement dans H,

R—+o00, e—0 loc:

et donc

bppe — By * —faiblement dans N°(H;,,.).
R—+00, €0
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Chapitre 4

Une équation de transport 1D
donnée par une vitesse et une
dissipation non locales

4.1 Introduction de I’équation

Dans ce chapitre nous étudions 1’équation de transport 1D avec diffusion frac-
tionnaire

0l — 0, HO+vA*0=0
CANER DO
0(0,2) = Oy(x)
Ot H est la transformation de Hilbert définie par

HO = lPV/ oy) dy,
T x—y

° o) — 0z — )
|y[HFe

A% = (—A)Y20 = C,P.V. dy,

R
Ou C, > 0 est une constante positive et 0 < a < 2 est un parameétre. Dans ce
chapitre, nous traiterons uniquement le cas critique a@ = 1 et le cas sous-critique
c’est-a-dire 1 < o < 2 dans la premieére partie. Cependant, dans la derniére partie
certains résultats seront vrais pour tout 0 < a < 2.

4.1.1 Obstacle a ’approche Morrey-Campanato

Dans |[CCEF|, Cordoba, Cordoba et Fontelos ont démontré le résultat suivant
d’existence globable lorsque la donnée initiale est positive et dans ’espace de Sobolev
H?.
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CHAPITRE 4 Données L? sans signe

Théoréme 4. ([CCH]) Supposons que 0 < 6y € H*(R), v > 0 et a > 1. Alors, il
existe une constante C', qui ne dépend que de 0y et v, telle que pour tourt >0 :

|A26]|2(8) < C AGll=(8) S C(1+1) (| ABl|pa(t) < Ce™

Le probléme auquel nous nous sommes initialement interéssés était celui de savoir
si nous pouvions étendre ce résultat au cas d’'une donnée dans ’espace de Morrey-
Campanato H2,.(R). Autrement dit, a t-on existence globale si 0 < 6y € HZ,,.(R)?

Le premier obstacle était celui de donner un sens a la transformée de Hilbert dans
H?Z, .(R). Le probléme du manque de décroissance a I'infini du noyau de convolution
de 'opérateur de Hilbert donne une réponse négative. Le probléme est le méme que
celui rencontré dans le cas de I’équation quasi-géostrophique 2D avec données dans
L2, .(R?) étant donné que la transformation de Hilbert n’est rien d’autre que la
version 1D des transformées de Riesz. Pour contourner ce probléme, 'idée consiste
encore une fois & donner de la décroissance au noyau de convolution de la transfor-
mée de Hilbert. Ainsi, nous ne supposerons pas 6y € H% 2(R) mais 6y = A*w avec

uloc

w e H2(R) ou 0 < s < 1. De ce fait, 'opérateur HA® sera bien définie sur H*2(R).

uloc uloc
En faisant cela, nous obtenons une équation en w qui s’écrit
Oyw = —N"°(0,(0H0)) + A°(0,A0) — vA“

Le terme A™°(0,A0) est trés irrégulier & cause du potentiel de Riesz A™° dont le
noyau manque de décroissance a l'infini et le terme produit 6,H60 ne permet pas
d’atténuer le caractére singulier de 'opérateur A™°. En fait, un contrdle aurait été
possible pour de petites valeurs de s si A™%(¢w) avait un signe, mais cela n’est mal-
heureusement pas le cas. Cette contrainte empéche d’avoir un controle de la norme
||wl| 12, » ce dernier étant crucial, 'approche Morrey-Campanato ne semble donc pas
évidente pour cette équation. Evidemment, le probléme est directement lié au fait
que ’équation n’est pas écrite sous forme divergence. Il serait intéressant par contre
de voir si le modeéle 1D écrit sous forme divergence permet de construire des solutions
faibles globales (voir par exemple I'article de Castro et Cordoba [CaCl]), cela devrait
se traiter sensiblement comme dans le cas de ’équation quasi-géostrophique, seul le
terme ot I’hypothése d’incompressiblité du fluide est nécéssaire devrait changer.

4.1.2 Cas d’une donnée initiale L? et remarques

Dans larticle |[CCE], les auteurs montrent que la condition de positivité de la
donnée initiale implique que la solution garde le méme signe en tout temps. Cette
condition de signe permet de montrer que I’énergie est conservée ainsi qu’'un principe
du maximum L% Cependant, si nous n’imposons aucune condition de signe sur la
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CHAPITRE 4 Données L? sans signe

donnée initiale on peut quand méme montrer que si 6y € L? N L™ alors la solution
reste globalement en temps dans L{°L* mais avec une croissance exponentielle.
Pour le voir, il suffit d’écrire

8t/92 dr = 2/«99£H9 d:U—QV/GAae dx

= —/02/\9 dx — 2u/|A0‘/29|2 dx

< —/A1/2(6’2)A1/20 dx—Qy/|A°‘/20|2 dx
< ClOl= 1613~ 20 [ 1426 da

1 a=1
< Cllalu=015 101,720 [ 1A da

1
S IO 10— 20 [ 180

En choisissant 7 suffisamment petit pour que la somme des deux derniers termes de
la derniére inégalité soit négative, en intégrant en temps s € [0, ] puis par le lemme
de Gronwall on en déduit I'inégalité

10170 2 < [16o]|72" = F(2)

En fait, dans [CCE], la condition de positivité de la donnée initiale permet de donner
un signe au premier terme apparaissant dans la deuxiéme ligne du calcul précédent.
Plus précisement, on a

/92A0 dx >0

et cecl car

/92/\9 dz = C// <9<x);0(y)> <9<“’i:z(y))2 da dy > 0

Ou l'on a utilisé implicitement le fait que si 0y est positive alors la solution le reste
en tout temps. Nous avons aussi un principe du maximum L' ce dernier est obtenu

dans [CCEF] :

18]l < 160l 1

Ceci vient du fait que

at/e dr = /eme dr = — /9A9 dx — V/Aa9 dr = —||AY20]%,
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car, si A%0 € L, alors / A“0 dx = 0 pour le voir, il suffit d’écrire que, d’'une part

—

A29(€) = [€]*0(€)

et d’autre part,

—

A(&) = /e‘”'gAQH(x) dx

et ensuite d’évaluer ces deux quantités en £ = 0. O]

Dans la section suivante, nous traitons le cas d’une donnée initiale 6y de signe
quelconque.

4.1.3 Remarques dans le cas d’une donnée H? sans considé-
ration de signe

Dans cette section, nous traitons le cas d’'une donnée initiale sans condition de

signe et nous nous plagons dans le cas sous critique i.e 1 < a < 2. Dans ce cas nous

pouvons montrer que si 6y € L? N L™ alors la solution reste globalement en temps

dans L{°L? mais avec une croissance exponentielle. Pour le voir, il suffit d’écrire, en
utilisant le fait que H'/? N L™ est une algebre, que

8t/92 dex = 2/9¢9IH9 dx—QV/GAD‘H dx

= —/92Ae dx—2u/]A°‘/26\2 dx

< —/A1/2(02)A1/29 dx—2y/|Aa/20|2 dx
< ClOll~ 161 — 20 [ 1476 da

: a-l /2012
< Cloall=01 4 101,F 20 [ 180 da

Ho/2

1
S IO+ 10— 20 [ 180 da

En choisissant n suffisamment petit pour que la somme des deux derniers termes de
la derniére inégalité soit négative, en intégrant en temps s € [0, ¢] puis par le lemme
de Gronwall on en déduit I'inégalité

10170 2 < [16o]|72" = F(2)

Comme nous l'avons rappelé dans la section précédente, la conservation de I’éner-
gie n’est valable que sous I'hypothese de positivité, c’est la raison pour laquelle la
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donnée initiale est généralement supposée positive. Nous montrons que la condition
de positivité n’est pas indispensable si I’on souhaite uniquement avoir un controle
globale de la solution. Avant d’énoncer le théoréme, rappelons que 1'on a posé

16o][72¢" = F(t)

Théoréme 5. Supposons que 6y € H*(R), v > 0 et a > 1. Alors, il eviste une
constante C' > 0, qui ne dépend que de Oy et v, telle que pour toutt > 0 nous avons :

t
IAV20]E2 < [AY280]s + [Galls + C [ (P ds
0
Et il existe une constante K > 0 telle que, pour toutT' > 0

T
A6, )2 S 14801+ C [ (P ds
0

4.1.4 Démonstration du théoréme 4

Le premier point se démontre en utilisant la méme astuce que [CCE| pour estimer
le terme non linéaire. Plus précisément, on a

O, / IAY2G? dz = / AY2OAV2(0,H0) dx — v / AY2ONT20
= /Ae 0,HO dx — y/ AZT30)? da
= —/H(aﬁe 6,)0 dx — u/ IANS+20) da

Ot l'on a utilisé que 0, HO = A et le fait que 0, et H commutent. Ensuite, en
utilisant la formule 2H(fH f) = f* — (#f)?, une intégration par parties ainsi que la
continuité de Popérateur H sur H', puis enfin en interpolant on trouve

1 1 @ 1
at/|A1/29|2 dr = —5/6(H(0x))2 dx — 5/9(9%)2 dx—z//|A2+20|2 dzx
S A e

_ _ a1
< l6ollz< 101551017 5 —v/\/\2+29|2 dx

a
5+

Puis, en utilisant Young, on obtient
a1 2 (a—1 a%
o [1028 do v [In50P ar < et (S50 ) IIET 101

) 1612,

+ —

3
?‘H
Q
VRS
[\
[\
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En choisissant 7 suffisamment petit et en intégrant en temps s € [0, 7
T
IAY20] 72 < [[AY260]|Z +C(H90HL°0>/ IA726][7: ds (4.1)
0

Ensuite, on utilise le lemme suivant

Lemme 15. On a linégalité suivante :
t t
C) [ 1472613 ds < ol + Cl6oll=) [ (F(s)" ds
0 0
Preuve. Nous avons vu précédemment que

(9,5/(92 dr < — /021\9 dx — v||A%20]| 12

donc, en faisant une intégration par parties et Young, on trouve
v||AY%0)2, < —@/92 dx — /92A9 dx
< 0 [ 6 do e 260]3- 61l

2 a—2
< _o, / 02 da + 20|00 |2 110113 ., 161133

«

—1 25:14 ey
ol =" 11911z

0 a-
< —@/92 de+ 2 |6)3,,, + C55
Q@
En intégrant en temps s € [0,¢], et en choisissant § suffisamment petit, on obtient
t t
C) [ 142613 ds < [6oll + CCl6ullz=) [ (F(s))" ds
0 0
Donc 'inégalité (4.1) devient

t
IAY20]1Z < IAY200]1Z2 + [160]|7 + C(IWoHLw)/O (F(s))* ds

Pour la deuxiéme estimation, on écrit
1 (7
3 8t/|A6’]2 dr = /A3/29 AY2(0,H0) dx — v||AT20)2, dx

L’objectif est d’estimer la norme H'Y? de 6,6 mais comme H6 n’est pas dans
L™ mais seulement dans BM O, on ne peut pas l'estimer directement. Nous allons
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Iestimer grace a I'utilisation de la décomposition de Littlewood-Paley de 6,H6. On
va montrer que 0,6 est controlé dans H'/2. Pour cela, on écrit

0.HO = Si0, AyHO+> A0, S;HO

7>0 7>0
En utilisant I'inégalité de Bernstein on a
1858zl < 2710

On a aussi .
_ 2]
[HON| Lz < e;27 2 |0]| 32

ou €5 € lz.

De plus, comme 6 € L> N L™ par interpolation, § € LY pour tout 2 < ¢ < oo et
I'on a
1-2 2
54010 < ClIL" 1611

Soit r le nombre tel que
1 1 1

q r 2
alors, & nouveau, 'inégalité de Bernstein nous donne

18,021l = 1250zl 2, < 2918,011227% = £;277) 10| ys 24174
ou €; € l2.

3 1 2
En choisissant g tel que, 5 +-< ; a
q
q assez grand) on obtient, par interpolation et par Young, pour tout v € (0,1) et

pour tout p > 0

2
, c’est a dire — < a—1 (il suffit de choisir

[ 45720 N O,H8) dx < 10118153161 IOI + 1615261~

H
2242 1-92 _
< 101 g 100 IO + 161174 10171611
P 2ary 1 20—2by+% b—2b/q , M 2cy
S A S vt LU L el L] i
L n2d=2dy ) d
gl ez

1 1 1 1
Ou, —+ b + i 1,et 1<a,b, c,d < oco. En particulier, en prenant
a c

0<y=

<1,
a—+c
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et en choisissant p et p assez petit on obtient

26 4 2b

1 Qb—ac b—2b 2d—%
50 1808 do S oI pa e+ ol o

En intégrant en temps t € [0, 7]

T
IA0(z, T) |72 < | Abo][7> + C(H%Hm)/o (F ()" dt

2b 2b 2d
+—+2d -
a+c q a—+c

ol K =2b—

4.2 Existence globale pour des données initiales dans
’espace de Lebesgue a poids L*(w)

Dans cette section, nous étudions I’équation de transport lorsque la donnée est
dans 'espace de Lebesgue & poids L*(w) ot w est un poids appartennant  la classe
As de Muckenhoupt (voir section 4.3.3 ci-dessous). Plus précisement, w(z) = (1 +
|z|)7# avec 0 < B < 1. Autrement dit, nous nous intéressons au probléme

0,0 — 0,10 + vA°0 = 0
(Ta) - {e(o,x) — () € L*(w(x)da)

Le théoréeme que nous obtenons est le suivant

Théoréme 6. On suppose que 1 < o < 2, alors pour toute donnée intiale positive
0y € L*(w(x)dx) N L> avec w(x) = (1 + |z|)7™?, 0 < B < 1. I existe au moins une
solution faible globale 6 a l’équation T, telle que, pour tout T > 0

L([0, 7], L*(w(@)dx)) 0 L2([0, T], H/* (w(w)dz))
De plus,
102, )72y < 100172y
ot C' > 0 est une constante ne dépendant que de ||0p]| L~

La démonstration est basée sur une inégalité d’énergie, cette derniére s’obtient
grace a 'utilisation de quelques lemmes utiles. Ces derniers font intervenir certaines
propriétés de la fonction maximale d’Hardy-Littlewood ainsi que les propriétés des
poids de Muckenhoupt nous dont nous allons rappeler les définitions et les notations
dans la sections suivante.
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CHAPITRE 4 Fonction maximale et poids de Muckenhoupt

4.2.1 Fonction maximale d’Hardy-Littlewood, fonctions de la
classe de Muckenhoupt

Bien que nous utiliserons ces outils dans le cas unidimensionnel R, nous enonce-
rons les rappels dans le cas R".

Définition 3. La fonction maximale d’Hardy-Littlewood d’une fonction f localement
intégrable sur R" est définie par

M) = sup ,Q‘/ v)| dy

ot le supremum est pris sur toutes les boules @) de R" et |@| désigne la mesure de
Lebesgue de @) sur R".

L’une des propriétés remarquables de la fonction maximale d’Hardy-Littlewood
est le fait qu’elle soit continue de LP — L pour tout 1 < p < oo, et si p =1 elle
est continue de L' — L' o || f||p1 = sup {A\"'[{z € R",|f| > A}|}. En fait, la

A>0

continuité LP avec 1 < p < oo est vérifiée pour toute mesure borélienne p positive
localement finie (i.e mesure de Radon) qui est doublante, c’est-a-dire qu’il existe une
constante positive C' telle que pu(Bgr(x)) < Cu(Bg(z)). Lorsque u est la mesure de
Lebesgue, M f est appelée fonction maximale de Hardy-Littlewood.

Dans le cas de I'espace de Lebesgue a poids LP(w), Muckenhoupt ([Muc|) s’est
intéressé aux conditions que w devaient vérifier pour que la fonction maximale soit
continue de LP(w) — LP(w), avec 1 < p < oo. Il a démontré que la fonction maximale
est continue de LP(w) — LP(w), c’est-a-dire il existe une constante positive C; telle

/ (M (2))Pw(z) dz < C, / (@) Pu() de

si et seulement si, il existe une constante Cy > 0 telle que pour tout cube Q de R"

1 1 Pl
sup<|Q|/wd:v)(@/Qw Pdl’) < Oy

Les poids w vérifiant une telle propriété sont appelés poids de Muckenhoupt de
classe A,. En choisissant f(x) = w(z)™r1g(x) on voit qu'une condition nécessaire
est que w vérifie la deuxiéme condition, pour la condition suffisante nous renvoyons
a [CM2].

Dans le cas de données L2, les résultats d’existence pour I'équation 7T, sont trés
souvent facilités par la continuité L”, 1 < p < oo de la transformation de Hilbert. De
maniére plus générale, il est connu depuis le début des années 1970 (voir [HMW])
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que les opérateurs de Calderéon-Zygmund sont des opérateurs continus sur Lz(w) si
et seulement si w est un poids de la classe Ay de Muckenhoupt. Autrement dit, soit
T un opérateur de Calderén-Zygmund alors il existe une constante positive C' telle
que

I T ()l z2w) < Cllwlag 11| 22w)

En particulier, la transformée de Hilbert de f est continue de L*(w) — L*(w) :

/mﬂm%mwuso/umwmmm:

Un exemple de poids de Muckenhoupt qui est dans la classe A,(R") pour tout
1 < p < oo est donné par w(z) = (1 + |2|)? avec |3] < n(p — 1) (voir [F9]). Avant
d’établir une inégalité d’énergie, nous avons besoin de quelques lemmes utiles.

4.2.2 Quelques lemmes utiles

Généralement, les calculs dans les espaces de Lebesgue a poids font intervenir des
commutateurs de Calderén, ces derniers ont 'avantage d’avoir de bonnes propriétés
de continuité dans les espaces de Lebesgue classiques LP mais aussi dans les espaces
L*(w) (au moins pour des poids de la classe Ay de Muckenhoupt). Dans le prochain
lemme, nous montrons que le commutateur conserve de bonnes propriétés dans 1’es-
pace de Lebesgue & poids L*(1/w) ot w est le poids de la classe Ay qui donné par
w(r) = (14 |z])™", 0 < B < 1. Cette propriété de continuité est un point crucial
dans I’établissement de 'inégalité d’énergie. Plus précisement, nous montrons que
Popérateur T, défini par T,,(f) = [A%/%, w]f envoie continfiment 'espace L*(w) dans
L*(1/w), c’est I'objet du lemme suivant

Lemme 16. Pour tout 0 < o < 2, lopérateur

T,: L*(w) — L*(1/w)
fooo= AP ulf

est continue. Autrement dit, pour tout f € L*(w), il existe une constante C' > 0 telle

que,
[P e <c it i

w

Preuve. Nous allons le démontrer dans R". Pour cela il suffit de remarquer que
o jw(z) —w(y)|
el < o [ ) dy
[z —y[">
et d’utiliser le lemme suivant
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Lemme 17. L’inégalité suivante est valable pour tout (x,y) € R™ x R"
w(z) —w(y)| < Cmin (Jr =y, |z — y['?) Vw(@)w(y)
ou C' > 0 est une constante ne dépendant que de n.

Preuve. On commence par traiter le cas ou z et y sont assez loin : |z — y| > 1. Si
|z —y| > % et |z —y| > % , alors

w(z) —w(y) <w(@) +wly) < Vwl@)+Vw(y)

= ”“m”w@)<¢;u>+\h;w>

< CVlz —yl[Vw(x)w(y)

Sinon, |z —y| < % et |z —y| < % et dans ce cas

w(z) + w(y) < Cy/w(z)w(y) < Cyw(x)w(y) < C\/|x — ylvw(x)w(y)

Pour le cas, |z —y| <1 on a

jw(z)—w(y)| < Cla—y| sup [Vw(z)| < Cla—y| sup |w(z)| < C"|z—ylvw(z)w(y)

2€[z,y] 2€[z,y]

O
Revenons a la preuve du lemme 16, en appliquant I'inégalité du précédent lemme,
on trouve

wamscmmﬁm( . : )wwmwy

’:L’ _ y’n—l—i-% ) |:L’ . y|n—%+o¢

En posant

1 1
B(z) = min = )
. @WHMMJ

on remarque que, si |z| < 1 alors

1

B(z) € LY(R™),

et si |z| > 1, alors
1
Blr)= —1— e 'R,

e
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CHAPITRE 4 Inégalité d’énergie dans L*(w)

ainsi, par convolution avec y +— /w(y)f(y) € L*(R™) on en déduit que

/min (Ix — ! L ) Vwlfldy < |[IBllollvwy)f ()l

y[PmrE g yprate
< O flle2q)

d’ou
A2, w] f| < Ol f Il 22w (4.2)

O
Nous terminons cette section par le lemme suivant

Lemme 18. Si w(z) = (1+|z])?, 0 < B < 1. Alors, il existe une constante positive
C' telle que |Aw| < Clw

Preuve. 1l suffit d’écrire

_ w(z) —w(y) — Vw(z).|r — y| w(z) —w(y)
Ao = /Il“y<1 W /Ixy>1 W

|z — y|? |z — y|?

= ]1+[2

Les deux intégrales se traitent a peu prés comme celle du lemme précédent. Pour [
on a
(@) —w(y) - |z —y|.-Vu(@)] < |z -yl sup [Viw(2)]
2€[z,y
et le fait que
[V2w(z)| < Cslw()]
permet de conclure que
[11(z)] < Cglw(z)]

Concernant la seconde intégrale I, on intégre sur |x — y| < 1, autrement dit = et y
sont & une distance d’au moins 1, en notant

A €x T T

= {lr— o> 2yl > Dy et 0= (e o> Dy gy < B2y,
on a
b [ M, [,
] |3j - y| Qs |[L’ — y|
= Lo+ Iy
1
(20 < Ww(x) < Cp(1+ |z))™F < Cw(w)
et

I dy -1-8
== _— <
| £2,0] /2 1+ |2]P) Ca(1+ |z]) Cw(z)
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4.2.3 Inégalité d’énergie dans ’espace L*(w)

Soit # une solution de I’équation 7, alors,
(9t/%2w dr = /9&697—[911} dr — V/U)@AQH dx
donc
02
0, / Sw dr = /eaxemw dr — V/Aa/29[w,Aa/2]9 dx — y/ |A202w da
On a donc
at/e—;w dr = —/92A0w dx —/HHQwI dx —V/Aa/Qe[w,AW]e dx
— 1// |AY20*w dx
En appliquant I'inégalité de Cordoba et Cordoba : A8* < 30*A6 (ot I'’hypothése de

positivité permet d’assurer la convexité de # — 6%), puis en intégrant par parties, et
en utilisant le fait que w, < w, on obtient

2
8t/%wdx§ = %/93Awdx —/ﬁ@?—[@ﬁdm

d
—y/\/EA“/QO[Aa/Q,w]H \/—% —y/\AO‘/29|2w dx

En remarquant que ||| 72¢,) = [|6+v/w]|2 et en utilisant le lemme 16 et 18, ainsi que le
principe du maximum L™ et la continuité de 'opérateur de Hilbert sur L*(w) (car
w € Aj), on en déduit que

02 2 2 /2 a/2n12

O | Jw dz < [|0ollz= 10Ny + 10122y + A0l 2 101l 220wy — VIAY Ol
En utilisant I'inégalité de Young, on obtient, pour tout n > 0
0° 2 2 /2012 n

0 | gwde < (14 Mol ) 100 + A6 (5 -7)  (43)

En choisissant n < 2v, on trouve

92
o, / S0 de < (C+ [oll=) 18132

En intégrant en temps s € [0, T
T
16z, T2y < N00llZ2y + (C + H90HL°°)/O 10(z, )l 72wy ds
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Par Gronwall,
10(z, T 1720y < 160117 20ye”"

ou C' > 0 ne dépend que de ||6p]| <.

Autrement dit, pour tout T' < oo et pour tout 0 < o < 2, on a
T
sup /92w dr < oo et / /]Aa/29]2w dr < o0
0<t<T 0

Remarque 12. Le terme de viscosité sert généralement a pouvoir contréoler le terme
non linéaire en régularisant ’équation, dans le cas précédent, il ne sert qu’a faire
apparaitre la norme H®'? et de montrer qu’elle est globalement controlée aussi.

4.3 Un exemple générique d’équations de transport
non locales

Dans cette section, nous donnons un exemple générique de classe d’équations de
transport données par une vitesse non locale pour laquelle le résultat d’existence
globale dans I'espace & poids L?(w), ot w est le poids de classe Ay de Muckenhoupt
considéré précédemment est vérifié. Considérons la famille d’équations de transport
non locales sur R", o1 n > 2 suivante

00 = —V.(T(0)0) — vA“0
(Go) : ¢ V.T(0) =0
0(0,z) = Oy(x) € L*(w)

Théoréme 7. Pour toute donnée initiale positive 0y € L*(w) N L>(R™) il existe au
moins une solution faible 6 a l’équation G, telle que, pour tout T > 0

L>=([0,T), L*(w(z)dz)) N L*([0,T), H**(w(x)dx))

De plus,
HQ(%T)H%%}) < H90H%2(w)€CT

ou C' > 0 est une constante ne dépendant que de ||0o||

Preuve. On a
(9t/w92 de = —/wGV.(T(Q)G) dx — /w@AO‘O dx
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Or u = T(9) est de divergence nulle, done
_ / WOV (T(0)0) du — / V.(w6).T(0)8 da

- / WV (0).T(6)8 du + / OV6.T(0)0 do

- / WOV .(OT(6)) dz + / 62T(0).Vw dz

et donc

- /wQV.(T(Q)Q) dr = %/«92T(6’).Vw dx

comme,

|Vw\ < Cg|w|

On en déduit les estimations suivantes
1
5@/1{16’2 dr = /6’.\/@0.\/@T(0)Vw d:L‘—V/AO‘/Q@[w7Aa/2]9 dx

— 1//|Aa/29|2w dx

_ /e.ﬁe.\/aT(e)vw dr — y/\/ﬁA“/QQ[A“/QawW j—x—

w
—V/|Aa/29|2w dx

< Cp 1101l zoo gy 1Vl 2 |VwT (0) ]2 + [AY20]| 2
= 161l 22wy = VIIAY200 7 )

oil 'on a utilisé le lemme 16 et le fait que 7" est continue de L?(w) dans L*(w) du
fait qu’il est un opérateur de Calderéon-Zygmund. La conclusion est la méme que
celle de la section (4.4) précédente. O

Remarque 13. Un exemple d’équation vérifiant les hypothéses du théoréme précé-
dent est le cas de l’équation quasi-géostrophique dissipative (0 < oo < 2) ou conser-
vative étudiée au chapitre 2 et 3.

Sans I’hypothése V.T'(0) = 0, le théoréme est encore vrai, la dissipation est utile
pour contréler le terme non linéaire, cependant le résultat n’est vrai que dans le cas
sous-critique 1 < a < 2 et dans le cas critique a@ = 1 si ||6]|p~ est suffisamment
petit. En effet, considérons la famille d’équation suivante

- [0 =-T(6).V0—vA°6
(Ga) - 0(0,x) = Op(x) € L*(w) N L™(R")
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En multipliant 1’équation par w6 et en intégrant en espace, on obtient 1'égalité
suivante

2

%at/% wde = —/w\A“/29l2 d:c+/Aa/29[Aa/2,w]9 dx—/HVH.TH d
a o o dx

— [wiaerzop as [ valaso fuw. a0 52

+ ||00||Loo/|\/wve| Vw6 dx

IN

1 e (03
531&”9”%2(1,)) < —[A /2‘9||%2(w)”[w>/\ /2]9”L2(1/w) + 100l = HVQHLQ(w)HT@HL%m
_ / W] A0 da (4.4)

En utilisant le lemme 16 de continuité du commutateur ainsi que la propriété de
continuité de 'opérateur T sur L*(w), on obtient

1 [e% [e%

SOOI T2y + A 2012y < =201 T2 101 2 + 1B0ll o0 VO] 22y 161|200
Afin d’interpoler dans les espaces de Sobolev & poids nous ferons usage du lemme
suivant

Lemme 19. Pour tout 1 < a <2, on a

/|A9|2 wdz < C (/ 6] wdas) ) (/ |AH|? wdx) )

o
Preuve : Soit ¢ le semi-groupe de la chaleur. On écrit Af = / e N30 dt (pour
0
le voir il suffit de remarquer que A*0 = —A(A#) puis d’intégrer par parties) on a

T MA%0(2))

"2 A30(z)| < C'min(t 2 M0(z),t

Donc

|Ad(z)] < C / min (t—%Me(x),taT‘lMAae(x)) % = C'M6(z) s MA0(x)
0

Q=

O
Remarque 14. En utilisant le fait que RA =V et les propriétés de continuité de

R, on a aussi
/|V6\2 wdr < C (/ ]9|2wd1:) ) </ |A“0 2w dx) )
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Donc l'inégalité (4.4) devient
1 2 a/2p112 AQ/2 1/a 0 2t
OOy < =AY 12wy + CllGoll 2= [| A0l 2 16]] 570

L2 (w)

En utilisant I'inégalité de Young, on trouve
1 . 2
30101y < 1Ay + € (14 Il E ) 161220

Donc, si y € L?(w dx) on obtient que, pour tout 7' < oo

T
sup /92w dr < oo et / /|Aa/29|2w dr < oo
0<t<T 0
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Annexe Al : Exemple d’utilisation de
la technique de De Giorgi

En 1957, De Giorgi a trouvé une méthode permettant de montrer que, sous
certaines conditions, les solutions des équations elliptiques a coefficients discontinues
étaient bornées et méme réguliéres. Le probléme consistant & montrer la régularité
des équations elliptiques a coefficients peu réguliers faisait I’objet du 19éme probléme
de Hilbert. Plus précisément, le probléme proposé par Hilbert était de montrer que
les minimiseurs locaux de la fonctionnelle

L(w) = /QF(Vw) dx

étaient réguliers sous I'hypothése que ¢ — F(t) est réguliére. Un minimiseur est dit
local s’il vérifie 'inégalité

L(w) < L(w+¢), Yo el (Q)

Ces minimiseurs locaux sont solutions de ’équation d’Euler Lagrange (voir page 114
théoreme 2.100 du livre [Maly])

div(F'(Vw)) =0, z€Q

Ce probléme a été résolu par De Giorgi dans [Deg|. La technique de De Giorgi
consiste & montrer dans un premier temps que la solution est bornée en introduisant
la solution tronquée 0 = (u — Cj)4 et une inégalité d’énergie "non lineaire" vérifice
par la solution tronquée, I'objectif est ensuite de montrer que cette suite tend vers
0, ce dernier point n’apparait pas dans la littérature et nous le détaillerons dans
cet annexe. Ensuite, il montre que la solution est C* puis que c’est une solution
classique. Pour le passage de L™ a la régularité C* nous renvoyons au chapitre 1
du livre [CGGKYV] ou a l'annexe de l'article de Constantin et Wu [CW3]. Notons
que cette technique a récemment été utilisée pour d’autres équations paraboliques,
par exemples, dans des modéles de type Keller-Segel par Perthame et Vasseur [PV].
Nous presentons ci dessous un détails du passage de L* & L™ concernant les solutions
faibles de I’équation quasi-géostrophique dans le cas critique traité dans [CV].



ANNEXE Al Technique de De Giorgi

Le point de départ est ’étude de I’équation de transport suivante
00(z,t) +v.VO+ A0 =0
v € L*BMO(R™)
0(0,z) = Oy(x) € L*(R™)
En suivant la méme démarche que De Giorgi dans [Deg|, Caffarelli et Vasseur intro-
duisent la solution tronquée 6, = (u — Cy)4 avec Cp = M(1 —27%) oit M est une

constante positive qui sera choisie plus tard. En multipliant ’équation de transport
par 6, et en intégrant sur RY on trouve :

0,0.0) dx + /

RN

v-V0.0,dx = —/ AO.0,, dx
RN RN
Comme v est de divergence nulle I’égalité devient

1

- 8t[(9k]2d.%' = —/ A99k dl‘, (51)
2 RN RN

Pour estimer le terme de droite de 'égalité (5.1) on a besoin du lemme de

A.Coérdoba et D.Cérdoba
Lemme 20. Pour toute fonction convexe ¢ on a l'inégalité suivante :
—~6/(0)A0 < ~A(6(6).
En appliquant ce lemme & la fonction :
or(0) = [0 — M (1-27%)], =6
qui est convexe et a pour dérivée ¢ (0) = 1 (0>M(1—2-*)}- On remarque que :
A0, = —8,(0)A0.0, < —A (65 (0)) 05 = —A(0)).

On arrive a la majoration suivante :

1
= 8t[6’k]2dx < —/ A(@k)ek de,
2 RN RN
qui se réécrit :
RN RN

Soit to > 0 fixé, considérons la suite croissante définie par : Ty, = to(1—27%),k > 0
qui approche ty quand k — oco. En intégrant en temps l'inégalité (5.2) entre [s, t] on
obtient :
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t
/9k2<x,t)da;dt+2// QkAdexdtg/ 0% (x, s) dx dt
RN s RN RN

1 ok
On prend ensuite la moyenne sur s € [Tk,l, Tk], en remarquant que ————— = —,
Ty —Th—1 o
on trouve :

/Hk (:Ut)dxdt—l—Q// HkAOkdxdt< /Hk (x,s)dxds
RN RN Tp—1 JRN

Prenons le sup sur ¢ € [Ty, o0 :

sup / ng(a:,s)dxds+2/ / QkAdexds< — / 0,%(x, s) dx ds
te|Ty,00[ JRN Ty RN Tp_1 JRN

Notons Uy, le terme de gauche dans la derniére inégalité, autrement dit :

U, = sup ( 9k2(x,t) dm) + 2/ 0, A0y, dx dt
RN

2Tk Tk RN

On a: 0,°> < 07 ,.1g,50. En effet,

Op_1=1[0— M +2M27"],

or
g, 500k =0 — M(1—27%)
et donc
lgs00p1=[0—-M +2M27%,
=9k+M2_k
d’ou,
Los0-0i_q = [0 — M27% + 2M27F]2 = [0, + M27F]2 > 6,
>0
donc
01> < 071 1g,0
On en déduit 'inégalité :
ok+1
Uy < — / Gk (x,s)dxds < / / k 1L, >0 dx dt
Tp—1 JRN Tp—1 JRN
or,

2k %
Tg,>0 < (Mek 1)
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En effet, si 6, > 0 alors 1g,~o =1, et dans ce cas :
01 = [Qk + M2_k]+ > M27F

autrement dit,
2

Qk 2k ~
1< <M9k_1> donc 1 < <M6k_1>

21@ N
Sinon 1, ~¢ = 0, mais comme 0 < ( 05— 1) on en déduit que

2
2k N~
Tg,>0 < < Or— 1)

On arrive donc a l'inégalité :

2k+1 0 2k+l %
Uy < / 07 lgsodrdt < / / 07 < O 1) dz dt
to T._, JRN Tp_1 JRN

= / / O dadt
tOMN Tk 1 RN

9 92k 20041)

N tOMN H = 1H 2NN+1>(}Tk,1,oo[><RN)

Or d’apres l'inégalité de Sobolev, puis Hélder :

N+1 2<N+1)
Ur—1 > C|0)— 1” 2(N+1) donc U, % > C|0—]| 2N+1)
(]Tk: 1,OO[><RN) (}Tk_l,OO[XRN)
D’ou :
Rk N
Up <20——=U. " (5.3)
to N

Ce type d’estimation non linéaire ainsi que 'inégalité de Sobolev sont indispensables
dans la technique de De Giorgi (voir [CGGKV]). En particulier, les deux inégalités
associées impliquent nécessairement que Uy tend vers 0 et ceci permet de conclure
que 0 € L™ c’est I'objet du lemme suivant

Lemme 21. U, —— 0
k—oo

Preuve. L]
N+1 ; ,_N—|—2
N et v = N

Afin d’alléger les notations, on commence par poser v =

Ainsi, U'inégalité (5.3) se réecrit
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ANNEXE Al Technique de De Giorgi

2k
Up < 2C0——=U,/
toM~

En utilisant la récurrence de l'inégalité précédente on trouve :

'k 97 (k=1) K 'k oV y(k=1)
o202 (205 ,) < 202 0y U
toMN toMN toMN (tOMﬁ>
1 97 (k+y(k—1)+...4~F"1
< (20>1+7+...+7k 12 ( >U’Y
= 5\ 1+..+yE-1 70
(w)
k—1
(+-1) v ) (k=p)7’
o 2 P=0 »:
- <2C> ) N(yk—l) 0
(tor#)
k
DI
k p=1
_ (ZC)N(fy 1) 2 (,)yk
2\ N(*-1)
(to2r%)
D’ou :
e p
")//'}/k 1+
—
2 p=
Up < (20)N0" 1) ey Uy (5.4)
Sh—
(%)

[o¢]
Or, la série Z % converge, en effet, en utilisant le critére de d’Alembert on voit

p=1
k

. 1
que le rayon de convergence de la série E px? vaut 1, et comme — < 1, on en
v
p=1

oo

déduit que la série Z % converge. On peut estimer le comportement du terme de
p=1

droite de (5.4) lorsque k — oo. Dans la suite on note f ~ g si f et g ont le méme
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k

comportement & l'infini. On a ~* % oy ~¥. Plus précisément, on a
Y —00
p=1
: P
D A
k = N Y
N(’y — 1) 2 p=1 E 2a)™y .,
~ 27
(2€) 2\ N(+-1) Uo koo \ 1Y M2 bo
(t02r%)
On choisit M et t, assez grand (dépendant de Uy) pour que :
(2C)N _,
——=2".Uy | <1 4.4
(G0 )

Ainsi, comme v > 1,

Et donc :

Or,

kal Z CHekfl H2 2(N+1)
L™ N (|Te—1,00[xRN)

Donc en passant a la limite quand k& — 400 on trouve par le théoréme de conver-
gence dominée :

0>l (0~ M), | sy
L N

(Tto,00[xRN)
Ceci implique que :

10 = M), 11 2 =0
LN

(Jto,00[xRN)

donc :

(0 — M), =0  presque partout en (¢,z) €]ty, co[xR"
par conséquent :

O(t,x) — M <0 presque partout en (t,z) €|ty, co[x RN
d’ou :

O(t,x) < M presque partout en (t,z) €]ty, oo[xRY

En appliquant la technique de De Giorgi & —6, on trouve finalement :

|0(t,x)] < M presque partout en (t,z) €]ty, oo[xRY
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Annexe A2 : Décomposition de
Littlewood-Paley et inégalités

4.4 Décomposition de Littelwood-Paley

Dans cette section, on rapelle la décomposition de Littelwood-Paley d’une dis-
tribution f € S’(R"). Pour cela, on commence par donner la définition des blocs
dyadiques de la distribution f. On introduit deux fonctions tests, une premiére
fonction test ¢ € D(R™) positive et & support dans une boule de rayon 1/2 centrée
en lorigine, a partir de laquelle, on construit ¢ € D(R") de la maniére suivante

(&) = 9(£/2) = ¢(§)

On définit ensuite, pour tout j € Z, les multiplicateurs de Fourier S; et A; (appelé
j-éme bloc dyadique) par

SO = o(5)F(E) et BiF(E) = v(3)EF(E)

On appel décomposition de Littlewood-Paley de f 1’égalité
f=5x+Y_ Ajf dans S'(R")

Jj=N
Si de plus,

/ n
SNmo dans S(R ),

on obtient, pour toute distribution f € S'(R") (modulo les polynémes) la version
homogene de la décomposition de Littlewood-Paley :

f=>_Af dans S'(R"),
Jj>N
Par abus de langage, nous dirons la décomposition bien qu’elle n’est pas unique
étant donné qu’il y a autant de décomposition de Littlewood-Paley que de choix de
fonctions tests ¢ € D. L’intérét d’une telle décomposition vient du fait que I'opéra-

teur de dérivation a de bonnes propriétés dans les estimations, plus précisement, on
a les inégalités de Bernstein.
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ANNEXE A2 Décomposition de Littlewood-Paley et inégalités

4.5 Inégalités de Bernstein et espaces de Besov
On commence par rappeler les inégalités de Bernstein

Lemme 22. Si f € S'(R"), alors pour tout (s,j) € R X Z, et pour tout 1 < p <
q< o0 ona

25| A flle SNAA; fllp S 27114 f e
IA*S; fllee S 27°)1S; fllw

~Y

Il est souvent plus judicieux dans les estimations d’utiliser la définition des es-
paces de Sobolev définis a ’aide de la décomposition de Littlewood-Paley. Concer-
nant I’espace de Sobolev non homogéne, on a la définition suivante :

Définition 4. Pour tout réels s, on dit que f € H*(R"™) si et seulement si :

Sof € L7 et Y 27°||A;f|3 < o0

Jj=0
De plus, on a l’équivalence de norme suivante
1/2
1l = [[Sofll2 + (Z 22j5\!Ajf|\3>
Jj=20

La version homogeéne de ces espaces en terme de décomposition de Littlewood-
Paley repose sur la définition suivante

Définition 5. Pour tout réels s, on dit que f € H*(R"™) si et seulement si :

S 2|8 I3 < o0

Jj=0

De plus, on a l’équivalence de norme suivante (modulo les polynomes de n variables
a coefficient dans C que 'on note P), pour tout f € S'/P

/]

1/2
e (Z 22jSIIAJ‘fH%)

Jj=0

Les espaces de Sobolev sont un cas particulier d’espace plus grands a savoir
les espaces de Besov dont voici une caractérisation en terme de décomposition de
Littlewood-Paley
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ANNEXE A2 Décomposition de Littlewood-Paley et inégalités

Lemme 23. Soit 1 <p <oo, s €R, 1< q < oo, pour tout N € Z et f € S'(R")
on a l’équivalence suivante

fe€B,, < SxfelP pour toutj >N, A;jf € LP et (2°||A;f|,)j=n € 19(Z)

Dans le cas de la régularité positive s > 0, l’espace de Besov s’obtient par interpola-
tion, pour tout 0 <8 <1 etk €N
ko, k1,
B;q = [W R 117}97(]
pour tout s telle que s = (1 — 0)ko+ 0k, et ko < s < ky ot Uespace W*P est l’espace
de Sobolev
WP ={fecI” /VaeN", |a| <k, 0°f € L}

La version homogene des espaces de Besov n’est définie que modulo les polynémes
a coefficients complexes de n variables que ’on note P.

Définition 6. Soit 1 <p < oo, s €R, et 1 < q < oo. On définit l’espace de Sobolev

homogeéne B;q comme l'espace de Banach des distributions f € S’/ P telles que pour

tout j € Z, A;f € LP et la suite (2°||A; f||,)jez € 19(Z). Plus précisement, Uespace
BZ est défini par

p.q
By, = {1 €8/P: ISl <o},
ou

4 a\ 1/q )
(Z (235|]AijLp> ) s5iq < 00,

1fll55, = i .
sup 2 ||A; fl| e s q = 0.

J

La décomposition de Littlewood-Paley permet d’écrire une distribution en hautes
et basses fréquences. La formule du paraproduit, introduite par J-M. Bony, permet
d’estimer relativement facilement le produit fg de deux distributions de S’. Plus
précisément, en notant

F=Y_Nf et g=) Ay

= JEZ.

AJAkf:()Sl ‘]—k‘ 2 1, Aj(Sk,lgAkg):OSi ‘j—k’ 25,

on a :

w =Ty +T,g+ R(f,9),

ou

Tro =Y S;1(HAg,  R(f.9)= > AMifdg.

j>1 li—jl<1
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ANNEXE A2 Deux inégalités utiles

Les fréquences de u et v dans T,v et T,u sont éloignées tandis que celle du terme
de reste R(u,v) sont proches. Généralement, il est plus difficile d’estimer le terme
de reste R(u,v), cependant, dans le cas des distributions dont le support de la
transformée de Fourier est contenu dans une boule B = {¢ € R"/|¢| < A27} on ne
considére que les intéractions entre fréquences éloignées.

4.6 Inégalité de Young et inégalité de Gagliardo-
Nirenberg fractionnaire

On rappelle I'inégalité de Young fréquemment utilisée dans les problémes d’équa-
tions aux dérivées partielles.

Lemme 24. Pour tous a et b réels positifs ou nuls et tous p et q réels strictement
positifs conjugués i.e tels que 1/p+1/qg=1, on a :

a? bl
abs< —+ —
p q

Nous avons aussi utilisé 'inégalité de Gagliardo-Nirenberg fractionnaire suivante
Lemme 25. Pour tout w € (0, 1), et pour tout 1 < p < 0o, 1 < q < 0o vérifiant

1 l—w w
=4 = et s = wsy + 52(1 —w)
p q r

on a (& condition que le membre de droite ait un sens) :

I(=2)"0lr < ClI(=A)"OlI7all(—2)™0] 1
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Annexe A3 : Continuité L? de
I’opérateur de Hilbert et de Riesz.

Lors des estimations dans I’étude de 1’équation quasi-géostrophique on utilise
trés souvent les propriétés de continuité de l'opérateur de Riesz (R;);=1,2 oll, pour

tout 6 € S(R")

R0 = K;x0 avec K;0 = cnanrl = o
On peut étendre cette définition a toute fonction dans LP(R™) pour 1 < p < oo et

I'opérateur est bornée sur LP(R™) pour les mémes valeurs de p. Plus précisement, on
a le lemme suivant

Lemme 26. Les transformées de Riesz R; sont continues de LP(R") dans L*(R")
st 1l <p<oo.

Preuve. Ce lemme est une conséquence d’un résultat plus général sur la continuité
des opérateurs d’intégrales singuliéres de type Calderon-Zygmund (voir [Ste] pp 35,
ou [PGLR] pp 53-54). Pour montrer la continuité des opérateurs de Riesz et de
I'opérateur de Hilbert nous allons utiliser le résultat suivant

Lemme 27. Soit K un noyau vérifiant les conditions suivantes

C

K@) < A0 )

o[ K-y -K@)dr<c g
[z[>2]y]

o/ K(x) dr =0 pour tout 0 < Ry < Ry < o0 (3)
R1<\w|<R2

Alors 'opérateur T défini par

T.f = flz —y)K(y) dy avec € >0

ly|>e
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ANNEXE A3 Continuité de 'opérateur de Hilbert et de Riesz

est continue de LP(R™) dans LP(R") et il existe une constante A > 0 indépendante
de ¢ telle que

|Tefllr@ny < Allf Lo @n)

De plus, la limite quand € — oo existe et
T.f —— T f dans LP(R")
€— 00
et I'on a I'inégalité suivante

\T fllzr@ny < Al f]|Le@ny, pour tout 1 < p < oo.

Preuve : Voir Stein [Ste| pp 35 O

Comme nous 'avons rappelé précédemment, les tranformées de Riesz sont des
opérateurs de convolution dont le noyau

K(z)=c¢,

[

l’ .
ou Qj(x) = ﬁ est une fonction homogene de degré 0. On peut montrer que ce noyau

K vérifie les conditions (1), (2) et (3) du lemme précédent :

La condition (1) est vérifiée puisque

. &
i(€) —Zé
La condition (2) vient du fait que Q;(z) = |I—]| est une fonction radiale, impaire, et
T

bornée sur la restriction a la sphére S" ! et donc

/ Qj(x) dr =0
S§n—1
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ANNEXE A3 Continuité de 'opérateur de Hilbert et de Riesz

Pour voir que la condition (3) est aussi vérifiée, on écrit

.T'—yj l‘j
(2 — y) — K;(@)| do = / iV
/|xzzy| ’ ’ el22lyl |12 —y["t ot

/ (e[ — [z —y[" ) — yyla"
= Cn
lz[>2]y

|x’n+1|x _ y|n+1

dz

dx

n+1 n+1

< c;/ |y||90|+1 +|y||56|+1 I

w2 | 12" T =yl
S Cl// |y| dﬂ:

" Jlapzopy [ =yl

[ee]
< c;;'/ ’%|dz

2y| ~
< C////

n

On en déduit que R; est un opérateur borné de LP(R") — LP(R") pour tout
1 <p<oo.

O

Lemme 28. Soit T' un opérateur de convolution dont le noyau vérifie les conditions
(1), (2), (3) du lemme 25, alors T est continue de L>°(R"™) dans BMO(R").

Preuve : On suppose que 6 € L*(R") et on pose f = T8 = K x 6 ou K est un
Q(y)

[yl

noyau de convolution du type K(y) = Le but est montrer que g est controlée

dans BMO. Puisque BMO et L sont des espaces dont la norme est invariante
par changement d’échelle et par translation, autrement dit, elles vérifient, pour tout
x € R" et pour tout A > 0

[f(a+A2)l[smo = [[f(@)lBmo et [[f(a+ Az)|lLe = [[f ()] Lo

Il suffit donc de vérifier la propriété de continuité sur un cube centré a l'origine

c’est-a-dire .

@/Qu—fm dz < Ca |l

Ou Q| = 1.

Pour cela, I'idée consiste a étudier ce qui ce passe prés de l'origine et loin de
lorigine. Prés de l'origine nous allons utiliser des propriétés trés classique (Plancherel
et Holder) et loin de lorigine la propriété 3 du lemme 27. Plus précisément, nous
écrivons

0= 0]12@ + Q]I(QQ)C = 91 + 92
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Et donc f = fi+ fo ou f; = K %6;, i =1,2. On a, par Plancherel, puis Holder
1Aillzi@ < llgillz@) < 1K el ]z < 272K [loo |10l < call0]
D’ou
16— il e < el

Pour f5 on doit montrer que

/ fa— ool dr < 16
Q

L’idée est de remplacer fs; o par une constante qui facilite 'estimation, ceci est
possible car la norme est définie modulo les constantes. En particulier, on peut
remplacer f5 g par la constante f>(0) ot

£2(0) = | K(=)6u(y) dy

Il revient donc au méme de montrer que

Mais ceci s’obtient facilement puisque

/|f2 0)| da s/ K(x —y) — K(—y)| 16a(y)] dy du

< 6]~ / / y) — K(—y)| dy do
(2Q)¢

Or, comme K vérifie la propriété (3) du lemme

/ K(z - y) — K(—y)| dy < / K(z—y) — K(~y)| dy < C
(2Q)¢

ly|>2]z|

ol@) — fo(0)] dz < [6]]1 / / Kz —y) — K(—y)| dy du
Q J(2Q)¢
< C|9]| L~

Les transformées de Riesz sont donc bornées de L>(R"™) dans BMO(R"™). En par-
ticulier, la transformation de Hilbert est continue de LP(R") — LP(R") pour tout
1 < p < ooetde LR") dans BMO(R") car c’est un opérateur de convolution

avec le noyau

K(z) = —

T
Nous terminons cette section en donnant une preuve de la formule suivante
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ANNEXE A3 Continuité de 'opérateur de Hilbert et de Riesz

Lemme 29. Nous avons :
QH(fHS) = (Hf) — f*
Preuve : Comme cela a été rappelé dans [BLM] il suffit d’écrire que
H(fg) = fHg+gHf+HHS Hy)
En appliquant opérateur H et en utilisant le fait que H(H f) = —f, on trouve
—fg=H([Hg) +H(gH[) —H[ Hyg
et en prenant f = g on trouve

QH(fHS) = (Hf)* = f*
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